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Dieses Werk durfte wohl einzig in seiner Art dastehen, denn in so umfassender 
und gründlicher Weise ist die Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
„elementar" ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Analysis und im allgemeinen 
auch die analytische Raumgeometrie ausge^chlossefn bleiben, während die synthetische 
neuere Geometrie in den Kreis der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es die 
Methoden der darstellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet worden ist, sind streng 
konstruiert und fast jede ist ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereomelrie weit über 
das übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehrsätzen umfangreiches Übuiigsmaterial, 
betont die Konstruktion und die Berechnung gleichmässig und wird somit an Viel- 
seitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem der hervorraeen deren Lehr- 
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I. Abschnitt. 

üntersnchung von Flächen in der 
zweiten Form (Parameterform). 



Wir kommen in diesem Abschnitt zu der Untersuchung 
von Flächen in der zweiten Form, wo (vgl. Bd. I, § 15 
8. 61) die Koordinaten Xy y^ z eines Flächenpunkts 
in Funktion von zwei Parametern u und v gegeben 
sind. Die Grundlagen für diese Behandlung sind geo- 
metrisch wie analytisch bereits Bd. I, Abschn. II gegeben. 
Es handelt sich im wesentlichen darum, in die früheren 
Formeln die Parameter w, v einzuführen, was durch einfache 
Operationen geschieht. Die zweite Behandlungsweise führt 
indes doch weiter als die erste; sie beantwortet nicht nur 
eine Reihe von Fragen einfacher und leichter, sondern gibt 
auch zu neuen Fragestellungen Anlaß. Wie bei der ersten 
Behandlung (vgl. Bd. I, S. 101) die sechs Größen x, y, 0; 
a, }), c die Darstellung beherrschen, so sind es bei der 
zweiten Behandlung sechs Größen, die nach Gauß durch 
Ey F, G; D, D', D'' bezeichnet werden und die Funda- 
mentalgrößen erster und zweiter Ordnung heißen. 
Die erste Behandlmig eignet sich vorzugsweise für alge- 
braische Flächen, die zweite auch für transcendente Flächen. 
Wir folgen zunächst den Entwickelungen des Abschnitts 11 
im I. Band. 

§ 1. Fundamentalgrößen erster Ordnung. Linienelement. 

Oberflächenelement. 

Zur Untersuchung der Fläche in der zweiten Form sind 
die Koordinaten x, y, z eines Flächenpunkts als Funktionen 
von zwei Parametern u imd v gegeben durch die Gleichungen 

(1) X^f{UyV)y y = (p(U,V)y Z = Xf {Uy V\ 

Kommerell, Theorie der Raumkurven. II. 1 



2 L Abschnitt. Untersuchung von Flächen in Parameterform. 

Von diesen Funktionen setzen wir vorausi daß sie von- 
einander unabhängig seien; eine Ausnahme hiervon soll nur 
in einzelnen Punkten und Kurven der Fläche stattfinden. 

Bemerkung. Durch Elimination von u und t; aus (1) erhält 
man wieder die Flächengleichung F(x, y, z) = 0. Umgekehrt kann 
man von dieser Gleichung zu (1) übergehen. und zwar auf unendlich 
viele Arten. Man setze zu diesem Zweck x = f{UfV), y = 93 (u, v), 
wo f und <p zwei ganz willkürliche Funktionen von u und v sind. 
Trägt man die Werte von x und y in die Gleichung F (o:, y, z) ein 
und löst nach z auf, so ergibt sich eine Gleichung z==yf (u,v); 
z. B. kann die Gleichung z = fp{x, y) folgendermaßen in Parameter- 
form geschrieben werden x = u, y = v, z = \p{u, v). 

Jedem Wertepaar m = a, v ^i (a und 6 Konstanten) 
entspricht im allgemeinen ein Punkt (bezw. eine endliche 
Anzahl von Punkten) der Fläche^ dessen Koordinaten sich 
aus (1) ergeben, wenn man M==a, v^=b setzt. Wir be- 
zeichnen den Punkt kurz durch (a, 6). 

Jedem Wert t; = 6 entspricht eine Kurve auf der 
Fläche, deren Gleichungen sind 

(2) x=^f(u,b), y = (p(u,h), ^ = ip(u,h), 

wo u der variable Parameter der Kurve ist. 

Ebenso entspricht jedem Wert u = a eine Kurve mit 
den Gleichungen 

(3) x=f{a,v), y = (p(a,v), z=^\p(a,v), 

wo V der variable Parameter ist. 

Man nennt die Kurven t; = 6 (2) und u = a (3) Para- 
meterkurven der Fläche; gibt man den Konstanten a und h 
in (3) und (2) alle möglichen Werte, so erhält man zwei 
Scharen von Parameterkurven, welche die Fläche überziehen. 
Da durch Angabe der Parameterwerte u und v (w = a, v = 'b) 
ein Punkt der Fläche bestimmt ist, — es ist der Schnitt- 
punkt der Parameterkurven u = a und t? = 6, — so nennt 
man die Parameter m, v auch die krummlinigen (Gauß- 
schen) Koordinaten des Flächenpunkts. 

Eine Gleichung zwischen den Parametern u, v 

(4) *(w,t;) = 

definiert eine einfach unendliche Folge von Punkten der 
Fläche, oder eine auf der Fläche liegende Kurve (die 
natürlich nicht zu den Parameterkurven gehört); denn man 
kann aus (4) v als Funktion von u entnehmen und in (1) 



§ 1. FundamentalgröBen erster Ordnung. 



eintragen: die Koordinaten x, y, sind dann Funktionen des 
Parameters u allein, und die Gleichungen stellen daher eine 
Kurve dar. 

Ein Beispiel dieser Darstellung einer Fläche war schon 
in Bd. I, § 23 da, wo die Punkte einer Mittelpunktsflache 
zweiter Ordnung durch die elliptischen Koordinaten jLt und v 
dargestellt waren. Als ein weiteres Beispiel möge die 
Gleichung einer allgemeinen Rotationsfläche (vgl. 
Fig. 19) dienen. Die Rotationsachse sei die Z-Achse. Da 
jeder Parallelkreis der X]r- Ebene parallel ist, ist nur 
vom Radius desselben, der 
mit u bezeichnet sei, ab- 
hängig. Ein Punkt P der 
Fläche ist nun bestimmt, 
wenn man den Radius u 
seines Parallelkreises und 
den Winkel v kennt, den 
die Ebene seines Meridians 
mit der XZ- Ebene bildet. 
Die Gleichungen der Rota- 
tionsfläche sind also 

u = konst. ergibt einen Pa- 
rallelkreis, v = konst. einen 
Meridian der Fläche. Die 
Parameterkurven sind also 
hier die Meridiane und Pa- 
rallelkreise. Setzt man i;=0, 
so erhält man den Meridian, 
der in der XZ- Ebene liegt; 
die Gleichungen desselben 
sind 

oder durch Elimination von u 

Eliminiert man aus (5) u und v, so erhält man die 
Gleichung der Rotationsfläche in der Form 
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4 I. Abschnitt. Untersuchuqg von Flächen in Parameterform. 

Für die Kugel (Radius r) insbesondere nehmen die 
Gleichungen (6) die Form 

x==u cos Vf V = w sin t;, z^ Vr^^ ^2 
an. ^ ' 

Wir kehren nun zu unsem allgemeineren Betrachtungen 
zurück und beginnen mit der Übertragung der Formeln 
Bd. I, § 15^ indem wir zunächst das Linienelement ds 
der Fläche durch u imd v ausdrücken. 

Ist P ein Punkt der Fläche mit den Parameterwerten u, v 
und den rechtwinkligen Koordinaten x, y, 0, und ist P' ein 
unendlich benachbarter Punkt der Fläche mit den Parameter- 
werten u-^du, v-\-dv und den rechtwinkligen Koordinaten 
x + dx, y + dy, + d0, so sind die Differentiale dx, dy, ds 
nach (1) bestimmt durch die Gleichungen 

uX vX St/ ö u 

dx = -;r—du + -,r-dv, dy = -^ du + ~- dv . 

. du cv du cv 

^^' ez dg 

dz = ^^-du + ^r- dv, 

du cv 

Das Linienelement PP' = ds war nach Bd. I, § 15, (7) 
gegeben durch die Gleichung 

ds^ = dx^ + dy^ + dss^ . 

Durch Einführung der Werte aus (6) erhält man für 
ds einen Ausdruck in w, v und du, dv, der von der Form 

(7) ds^ = Edu^ + 2 Fdudv + G dv^ 
ist, wo zur Abkürzung 

(8) F= — ^ + ^^ + — — 

du dv du dv du dv' 

gesetzt ist. 

Die Ausdrücke JE, F, G sind für die folgenden Unter- 
suchungen von größter Wichtigkeit und heißen, da sie nur 
die ersten Ableitungen von x, y, z nach u, v enthalten, 
Fundamentalgrößen erster Ordnung. Wir setzen weiter 
zur Abkürzung 



§ 1. Fundamentalgrößen erster Ordnung. 



(9) ^^^|EG — F^, 

und nehmen diesen Wurzelwert stets als positiv. Setzt man 
die Werte aus (8) in (9) ein, so folgt nach Einleitung (14) 



(10) 
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m'AnA^) 



2 



dy dy 


2 


dz dz 


2 


dx dx 


du dv 
dz dz 


+ 


du dv 

dx dx 


+ 


du dv 
dy dy 


du dv 




du dv 




du dv 



2 



Aus dieser Darstellung folgt, daß A als die Summe von 
drei Quadraten für reelle Punkte nie gleich Null werden 
kann, außer wenn die drei Determinanten einzeln ver- 
schwinden; dann wären aber die drei Funktionen x, y, z 
nach Einleitung 11. nicht voneinander unabhängig, was 
oben ausgeschlossen wurde. A kann also nur in singulären 
Punkten (z. B. Spitze eines Kegels) verschwinden. 

Aus (7) ergibt sich das Bogenelement dSu der Para- 
meterkurven t;=akonst., indem man dv = setzt, und 
dasBogenelement (2^9 derParameterkurven w = konst., 
indem man du = Ö setzt. Man erhält so 



(H) 



dSu= Y^du, ds„ == ^Gdv. 



Wir nehmen die Wurzeln "^/E und ']fG positiv und 
setzen damit fest, daß die Bogen der Parameterkurven 
gleichzeitig mit den Parametern selbst wachsen sollen. 

Es sollen nun weiter die Kosinus a, ß, y der Winkel be- 
stimmt werden, die eine vom Punkt P ausgehende Eichtung auf 
der Fläche, bezw. eine Tangente an die Fläche durch Pmit 
den Koordinatenachsen bildet. Nach Bd. I, § 15, (9) hat man 

dx 1 Idx , . öic _ \ -. dy 1 (dy , dy ^\ 
a = -^ = ^ -r-eit^ + ^-cZt; , ß^^=^—\^du-\-^dv\ 
ds ds\du dv J • ds ds\du dp / 

y^^-=T-\-K-du+^-av)' 

ds dsxdw dv I 
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Aus (12) und (7) folgt, daß a, /?, y nur von dem Ver- 
hältnis duidv der Differentiale du und dv abhängen. Das 
Verhältnis duidv bestimmt also eine Fortschreitungs- 
richtung auf der Flache. 

Ist z. B. die Gleichung <&(w,t;) = einer Kurve auf 
der Fläche gegeben, so sind die Differentiale du und dv 
verbunden durch die Gleichung 



(13) 



du + -7r-dv = 0. 



cu 



dv 



Aus (13) ist nun das Verhältnis duidv und damit die 
Richtung der Kurve in jedem ihrer Punkte bestimmt. 

Sind zwei von demselben Punkte (u, v) ausgehende 
Sichtungen di^ : dv^ und du2 : dv2 gegeben, so erhält man 
die Sichtungskosinus a^, ßi, yi und Oj, /Sg, y^ derselben, 
indem man in (12) du und dv durch du^ und dv^^, bezw. 
du2 und dv2 ersetzt, während die partiellen Ableitungen 

-X— u. s. w. ungeändert bleiben. 

du ° 

Hieraus ergibt sich leicht der Winkel (ds^ ds2) zwischen 
den beiden Sichtungen. Es ist nämlich nach Bd. I, § 15, 
(13) und (16) 



cos {ds^ ds^) = ai Og + ßj, ß^ + yi y« 



sin^ [dsi dsg) = 



ßi ßi 

n 72 



2 



+ 



n 72 

«1 «2 



2 



+ 



«1 «2 

ßl Ä 



2 



Man erhält hiemach unter Berücksichtigung von (12) 

E du^ du2 + F(du^ dv^ + dv^ du^) + G dv^ dv^ 



(14) cos (dSi 0(52) = 



ds^ ds^ 



(15) 



. , 7 ri \ K ^Wl äV^ ^^1 <^^ 



sm 



(15) bedarf noch eines Beweises. Nach (12) ist 

+ 1dv 

dv 



«1 «2 

ßl ß2 



dsi ds^ 



(V X S oc 

-?r- dt^ + -?r- dv 
du 



dv 



m^ä^+'jL,. 



dv 
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1 


Sx dx 

du dv 




dtii dv^ 


ds^ ds^ 


dy dy 

du dv 




du^ dv^ 



woraus nach (10) leicht die Gleichung (15) folgt. 

Die Bedingung dafür, daß die beiden Richtungen 
dui'.dv^ und dUf2:dv2 aufeinander senkrecht stehen, ist 
nach (14) 

(16) E du^ du^ + F{du^ dv^ + dv^ du^) + G dv^ dv^ = 0. 

Wir wenden dies auf die Parameterkurven an und be- 
zeichnen hier und später 

die zu t; = konst. gehörigen Größen mit dem Index u 
„ „ w = konst. „ „ „ „ „ V. 

Dann ist nach (11) und (12) (mit dv=^0, bezw. du = 0) 



1 dx 



(17) 



a„ = 



ar = 



Y^du' 
1 dx 



ßn = 



ß.= 



1 Sy 



1 Sy 



Yu = 



yv = 



1 dz 

_ _ _ — — ^ • 

■^du' 
1 dz 



iQdv' ^' ya^^' yä^^ 



a 



w 



ßuy Yu bezw. Opy ßv, yv in (17) sind also die Rich- 
tungskosinus der Tangenten an die Parameter- 
kurven t; = konst. bezw. w = konst. im Punkte (w, v). 

Um den Winkel co der Parameterkurven im Punkt 
{u, v) zu bestimmen, haben wir in (14) imd (15) dui = du, 
rfvi = 0; dt««2=0, dv2 = dv zu setzen und erhalten 



(18) 



COSö) = 



F 



iEä' 



8inö> = 



fEQ' 



tgö) = p 



Die Gleichungen (18) lassen sich natürlich auch aus 
(17) herleiten. 

Die Bedingung dafür, daß die Parameterkurven sich im 
Punkte {Uy v) rechtwinkUg schneiden, ist also nach (18) 

(19) F=0. 
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Sollen sich die Parameterkurven überall rechtwinklig 
schneiden^ so muß F identisch, d. h. für alle Werte von u 
und V verschwinden. Es folgt also 

Satz 1. Die Parameterkurven ti=»kon8t. und 
t; = konst. einer Fläche stehen überall aufeinander 
senkrecht^ wenn das Linienelement der Fläche die 
Form hat 

ds^ = Edu^ + Gdv\ 

Schließlich ergibt sich für das Oberflächenelement(2e7' 
im Punkt (w, v) nach Bd. I, § 15, (18) der Wert 

(20) dJ= sin co dSn dSp = Adu dv. 

Man überzeugt sich leicht, daß dJ bis auf unendlich 
kleine Größen höherer Ordnung auch gleich dem Inhalt des 
von zwei Paaren konsekutiver Parameterkurven eingeschlos- 
senen unendlich kleinen Flächenstücks ist. 

In den folgenden Paragraphen treten noch gewisse Aus- 
drücke auf, die sich aus den Ableitungen von E, jP, G nach 
u und V zusammensetzen; dieselben lauten in den Bezeich- 
nungen von Gauß mit Benutzung der bereits eingeführten 
Abkürzungen 

(21) ' — V^-Ü^-A^ '-V— — — -i — 

^ ' ~^ dududv'' 2 dv^ ^j^ dv dudv'^ 2 du' 

„__X-^dx8^__^ldG B_F ,, yriexd^x_ 1 dG 

^ ~^ eudv^~~ 2~dü^ dv' ^~^ dvdv^~ 2 dv' 

Wir definieren endlich sechs weitere Größen p, p' p"; 
Q.y ü'y 9." durch die Gleichungen 

l^^p =mG — nF, A^q ^nE — mF, 



(22) ^^p' -m'G — n'F, 


A'^q'-n'E m'I, 


A^p"-m"G-~n"F, 


A2g''-n"JE?— m"i^, 


woraus sich leicht 




(23) p + q'- /^ , 


, ölogA 

^ dv 


ergibt. 





§ 2. Flftchennormale. Fundamentalgroßen etc. 



§ 2. Fläclieimormale. Fundamentalgrößen zweiter 
Ordnung. Weitere Belationen. 

Die Gleichung der Tangentialebene läßt sich nach 
Bd. I, § 15, (19) und (20) in der Form 

(1) (X-^)a + (r~y)6 + (Z-^)c=0 

schreiben. 

Die Gleichungen der Flächennormalen waren nach 
Bd. I, § 15, (23) 

(2) (X—x):(T—y):{Z—0) = a:b:c. 

Um diese Gleichungen auf die zweite Flächenfonn zu 
übertragen, haben wir die Richtungskosinus a, h, c der 
Flächennormalen durch u und v auszudrücken. Zwischen 
ihnen besteht zunächst die Relation 

(3) a^ + b^ + c^=l. 

Da ferner die Flächennormale auf den Tangenten an 
die Parameterkurven senkrecht steht, ist nach Einleitimg (8) 

aau + hßu + cyu==^0, 

aa^ +hß„ +cy„=0. 



w 



Aus (4) folgt nach Einleitung (15), wenn X einen 
ProportionaUtätsfaktor bedeutet: 



(5) 



Xa = 



ßu ßv 

yu yv 


, Xh 


yu yv 


, Xc = 


ßu ßv 



Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen 
folgt unter Berücksichtigung von (8) 



A2 = 



ßu ßv 

yu yv 



2 



+ 



yu yv 



+ 



an Op 

ßu ßv 



2 



Setzt man hier die Werte aus § 1, (17) ein, so folgt 
nach § 1, (10) und (18) 

A2 



(6) 



X^ = -=^ = sin^ CO, A ==^ + sin a>. 



Multipliziert man anderseits die Gleichungen (5) be- 
züglich mit a, 6, c und addiert, so folgt mit Benutzung von (6) 
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(7) 



A = + sin G> 



a 


CLu 


dp 


b 


ßu 


ß. 


c 


Yh 


yv 



Wählen wir das -f Zeichen^ so ist damit eine Richtung 
der Normalen als positive festgelegt und zwar diejenige^ 
welche zu den bereits in § 1 bestimmten positiven Rich- 
tungen der Parameterkurven v = konst. und u = konst. ebenso 
orientiert ist, wie die positive Z-Achse zur positiven X- und 
Y-Achse. Wir erkennen dies am einfachsten durch Annahme 
eines Spezialfalls: Der Winkel der Parameterkurven sei = 90® 
und die Tangente der Kurve v = konst. sei parallel der posi- 
tiven X-Achse, die der Kurve u = konst partdiel der positiven 
Y-Achse, die Flächennormale parallel der Z-Achse und zwar 
nach obiger Festsetzung der positiven Z- Achse. Es ist also 
dann 

a«=l, ßu^O, y« = 0; a» = 0, ßv = l, y. = 0; 
a=:0, 6 = 0, c=l; sincü = l. 

In der Tat stinunen diese Werte mit der Wahl des 
positiven Vorzeichens in (7), wie man leicht sieht. 

Nach dieser Festsetzung folgen für a, b, c aus (5) und 
(6) die Werte: 



(8) 



a sin CO = ßu Yv — Yußvj bsiaco^^yuOLv — a^y», 

csinco^außv — ßu^h» 



Durch Eintragen der Werte aus § 1, (17) ergeben sich 
aus den Gleichungen (4), (7) und (8) folgende 



(9) 



du du du 

ov dv dv 



= 0, 



(10) 



a 



dx 


dx 


du 


dv 


dy 


sy 


du 


dv 


dz 


dz 


du 


dv 



= A, 
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11 



(11) oA = 



dy dy 




dz dz 




dx dx 


du dv 

dz dz 


, 6A = 


du dv 
dx dx 


, cA- 


du dv 
dy dy 


du dv 




du dv 




du dv 



Durch (11) sind die Richtungskosinas a, b, c 
der Flächennormalen bestimmt. 



Wir benutzen das Vorstehende zur Einführung von 
neuen wichtigen Größen. DiflFerenziert man (9) partieU 
nach u und v, so ergeben sich die Gleichungen 

^d^d^+^'^dü^^^' ^'ä^ä^+^'^ö^Tä^^^^ 

(.1^) 

'^^a ÖÄJ '^ d^x _ "^da dx ^ ^^^_a 

j^ du dv -rfu dudv ' .^^ dv dv ^^ dv^~' 
Wir setzen nun in Übereinstimmung mit (12) 

d^x ^^r^da dx . 'v^ d^x "^da dx 






du du ^mi av^ 






da dx 



=_v 



j^ dv dv 
da dx 



j^ dv du ^^ du dv 



Nach (11) und (13) können D, D', B" auch in Deter- 
minantenform geschrieben werden, nämlich: 



2) = 



(13a) 



d'^x 


dx 


dx 


du^ 


du 


dv 


d^y 


dy 


dy 


du^ 


du 


dv 


d^z 


dz 


dz 


du^ 


du 


dv 



D" = 



e^x 


dx 


dx 


öt>« 


du 


dv 


S'y 


dy 


dy 


dv^ 


du 


dv 


d^z 


dz 


dz 


dv^ 


du 


dv 



D' = i 



d^X dx dx 



dudv du dv 
d^y dy dy 



dudv du dv 

d^Z dz dz 
dudv du dv 
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AuB (13) folgt^ wenn man mit du und dv multipliziert 
und addiert^ 

D du + D' dv = — ^~—dx = — ^-^—da, 
(14) ."* ."* 

D'du+D^'dv ^^^^ = —2^^^«^ 

und hieraus durch dasselbe Verfahren 

{UeL)Ddu^ + 2D'dudv + D''dv^ Hdadx^^^Had^x^^L*) 

Differenziert man (3) partiell nach u und v, so folgt 



da db ec 



(15) 



a 



du 

da 

dv 



du 



+ l>^ + c 



du 
de 



dv dv 



= 0. 



Multipliziert man schließlich die beiden Determinanten 



da da 



a 



du 


dv 


db 


db 


du 


dv 


de 


de 



du dv 



und 



a 



dx dx 



du 


dv 


dy 


dy 


du 


dv 


dz 


dz 



du dv 



A, 



so erhält man nach (3), (9), (10), (12), (13) und (15) 

da da 



(16) 



a 



du 


dv 


db 


db 


du 


dv 


de 


de 



du dv 



^DD"—D'K 



Die drei Größen D, B% D", die neben den ersten 
auch die zweiten Ableitungen von x, y, z nach u imd v 
enthalten^ heißen Wegen ihrer Wichtigkeit die Fundamen- 
talgrößen zweiter Ordnung der Fläche. 



•) Vgl. Bd. I, § 20, (12). 
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Mittels der Fundamentalgrößen erster und zweiter 
Ordnung E, F, G und D, D', D'' lassen sich zunächst 
noch wichtige Beziehungen zwischen den Ablei- 
tungen von a, 6, c und von x, y, z nach u und v in beson- 
ders einfacher Weise darstellen. Es ist nach (13) und (15) 

hx da dy db . dz de ^ 

— ^ = — 2), 

du du du du du du 

(17) ^^ + ^^.1.^^== — D', 

^ dv du dv du dv du 

da , ^ db , de ^ 

du du du 

Durch Auflösen dieser Gleichungen nach -tt-^ -pt-, -tt- 

° du du du 

ergibt sich 

A2f^ = (i<^i)'-GD)|^ + (FD-^D0^, 

du ^ 'du dv 

(18) A2^^^FD'—GD)^ + (FD — ED')^, 

^ ^ du du ' dv 

A2p_^(FD'-GD)p- + {FD — i;D')^, 

du ' ^ du ' dv 

wie man leicht nachrechnet. Auf analogem Wege ergebfen 
sich die Gleichungen 

dv ^ du ' dv 

(18a) ^2^^{FB''—GD')^^ + {FB'—ED'^^-^, 

dv du ' dv 

^^^=^(FD''-^GD')^ + (FD'—ED'')^' 

dv ^ 'du dv 

Die Gleichungen (18) und (18a) werden viel gebraucht; 
besonders wichtig ist der Spezialfall, daß F=0 und i)' = 
ist. (Es sind dann, wie sich in § 3, Satz 3 zeigen wird, die 
Krümmungslinien Parameterkurven.) Die Gleichungen (18) 
und (18a) gehen dann über in die Gleichungen von 
Rodrigues: 



14 
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da Ddx db Bdy de Bdz 



(19) 



du 

da 

dv 



Edu' 



du 



Edu' 
ly^dy 



du 
de 



a dv' dv 



O dv' dv 



Edu' 

B^dz^ 

O dv 



Endlich besteht noch ein wichtiges System von 
Gleichungen, welches die zweiten Ableitungen von 
Xy y, nach u und v darstellt durch die Größen a, 
bf c und die ersten Ableitungen von x, y, nach t^ 
und V. Diese Gleichungen lauten für x 



(20) 



d^x 
dü^ 

d^x 

dudv 



= p 



dx 
du 

dx 



dx 



-P'^ + 2'^ + D'a, 



\ 



d^X 

dv^ 



=p 



n 



du 
dx 



dv 



. -\-q"~ + I)"a, 

du dv 



wo p, q, p'y q% p'% g'' die in § 1, (22) definierten Werte 
sind. Aus (20) erhalt man zwei weitere Systeme von Glei- 
chungen, wenn man x, y, und, a, 6, c gleichzeitig zyklisch 
vertauscht, während die Größen p . . g'', D, D', .D", un- 
geändert bleiben. 

Es genügt, eine der drei Gleichungen (20) zu beweisen^ 
z> B. die erste. Nach (11) ist 

dx 



a = 



dx 











du 


dv 


dy 


dy 


du 


dv 


dz 


d0 



du dv 



Entnimmt man aus (13 a) den Wert von D, und bildet 
das Produkt Da durch Kombination der Vertikalreihen, so 
folgt leicht 

d^x dx dx 



Da = 



A2 



du^ du dv 
m E F 
n F G 
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und hieraus mit Benutzung der Bezeichnungen § 1, (22) die 
erste Gleichung (20). 

Anmerkungl. Vertauscht man in den hisher eingefCÜirten 
Größen u und v, so gehen die Größen 

E, F, G; D, D'y D''; m, m% m"-, p, p% p'' 

bezüglich über in 

Q, F, E; D", D', D; n'', n% n; q'% q% q, 

Anmerkung 2. Die sechs Fundamentalgrößen E, F, G; 
Dy D', D^' sind unabhängig von dem Koordinatensystem, 
auf das die Fläche bezogen ist, d. h. sie ändern sich nicht, wenn 
die Fläche im Baum bewegt wird. Bei einer solchen Bewegung 
wird jeder Punkt (x, y, z) oder (w, v) der Fläche in einen anderen 
Punkt (xi, yi, Zi) übergeführt, wobei 

Xi=^aiX'\-ßiy-\-yiZ-\-Ay 
yi-=a^x-\-ß^y + y^z-\-B, 

^i = agic + i?,y + y,;? + C, 

ist, und die Koeffizienten a,., /?,., y^, sowie A, B, konstant sind, 

und erstere den Belationen Einleitung (10) genügen. Durch die 
obenstehenden Gleichungen sind die Koordinaten xij yi, Z\ des 
Flächenpunktes in der neuen Lage als Funktionen von u und v 
bestimmt. Es folgt also aus diesen Gleichungen 

dxi dx . ^ dy . dz 

'd^^'^'d^ + ^'d^ + ^'e^^ 

usw. und hieraus unter Berücksichtigung der Belationen Ein- 
leitxmg (10) 

r^)+ m'+ (fe)"- (!?)•+ ©•+ sj)" 

usw. Bedeuten also E^, F^^ G^; D^, D[, D^' die Fundamental- 
größen der Fläche in der neuen Lage^ so ist 

Ei=Ej Fi=F, Gi = G; 

wobei der Beweis für die übrigen fünf Größen dem oben für E 
geführten analog ist. 

§ 3. Eoigngierte Bichtiuigen, Asymptotenlinien, 
Erümmungslinien. Hanptkrflmmniigsradien. 

Nachdem in § 1 und 2 die Fundamentalgrößen erster 
und zweiter Ordnung aufgestellt und eine Reihe wichtiger 
Kelationen abgeleitet sind, kommen wir zu den in Bd. I, 
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§ 21 behandelten besonderen KurvensyBiemen auf der 
Fläche, und es sollen deren Differentialgleichungen, sowie 
die in Bd. I, § 22 gefundenen Ausdrücke für die beiden 
Hauptkrümmungsradien auf die Parameter u, v über- 
tragen werden. 

Wir beginnen mit den konjugierten Richtungen. 
Ist P{x,y,0) ein Punkt der Fläche und sind Pi{x + dXi, 
y + dy^y z + dz^ und P^ix + dx^y V + dy^y z + dz^) zwei 
infinitesimal benachbarte Punkte, so ist nach Bd. I, § 21, (4) 
die BediDgung dafür, daß PP^ und PP^ konjugierte Rich- 
tungen sind 

(1) doi dx2 + dbi dy^ + dc^ dz^ = 0, 

wo da^y d\y dc^ die zu dem Punkt P^ gehörigen Inkremente 
der Richtungskosinus a, 6, c sind. In (1) sind nun die Para- 
meter w, V einzuführen. Sind d%, dv^ und dwg, dv^ die 
Inkremente der Parameter, welche den Punkten P^ und Pg 
zukommen, so ist 

Ö CL u CL CX vX 

(2) da^^-7r-du^'\--ir~dv.y dXo=-;r-dt^ + ^r-dv^, 

^ ^ '^ du dv ^ du dv ^ 

usw. Trägt man diese Werte in (1) ein, so erhält man 
unter Berücksichtigung der Definitionsgleichungen für D, D^^D^' 
§ 2, (13), an Stelle von (1) 

(3) D du^ du^ + D' {du^ dv^ + dv^ du^ + D'^dv^ dv^ = 0. 

Diese Gleichung enthält die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die beiden Richtungen 
du^idv^ und du^idv^ konjugiert sind. Ist ein System 
von Kurven gegeben, also du^xdv^ als Funktion von w, v 
bekannt, so stellt (3) die Differentialgleichung des 
konjugierten Systems dar. Aus (3) läßt sich leicht die 
Bedingung dafür herleiten, daß die Parameterkurven 
konjugiert sind. Es müssen nämlich in diesem Falle die 
Werte 

du^ = du , dv^ = und du^ = , dv^ = dv 

der Gleichung (3) genügen. Hierzu ist aber notwendig und 
hinreichend, daß 

(4) 2)' = 

ist. 
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Wir haben also 

Satz 1. Die Gleichung 2)' = ist die notwen- 
dige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Parameterkurven im Punkt (««, v) konjugiert sind. 
Ist die Gleichung 2)' = für alle Wertepaare u, v 
identisch erfüllt, so sind die Parameterkurven 
allenthalben auf der Fläche konjugiert. 

Die Asymptotenrichtungen sind nach Bd. I, § 21, 
(10) definiert durch die Gleichung 

(5) — L = da dx-\-dhdy-\-dcdz^Q. 

Aus § 2, (14a) folgt sofort die Bedingung dafür, daß 
eine Fortschreitungsrichtung du : dv eine Asymptotenrichtung 
ist, nämlich 
/ß^ L = D du^ + 2 D' dudv + D'' dv'^ = 0. 

Diese Gleichung stellt zugleich die Differential- 
gleichung der beiden Scharen von Asymptotenlinien 
auf der Fläche dar. Sie hätte auch aus (3) dadurch ab- 
geleitet werden können, daß dort 

d%(^ = du^ = du , dv^ = dv2^^dv 

gesetzt wird, da ja jede Asymptotenrichtung sich selbst 
konjugiert ist. Sollen insbesondere die Parameterkurven 
Asymptotenlinien sein, so muß die Gleichung (6) sowohl 
für du = 0, als für dv=0 erfüllt sein. Die Bedingung für 
ersteres ist D"=0, für letzteres 2) = 0. Also: 

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß die Parameterkurven Asymp- 
totenlinien sind, ist, daß die Gleichungen 

(7) D = 0, 2)''=0 

für alle Wertepaare u, v identisch erfüllt sind. 

Die Hauptkrümmungsrichtungen sind nach Bd. I, 
§ 21, (8) definiert durch die Gleichung 

a da dx 

(8) lf= h db dy =0. 



a 


da dx 


h 


db 


dy 


e 


de 


dz 



Um diese Gleichung auf die Parameterform zu über- 
tragen, multiplizieren wir die Determinante M mit der De- 
terminante A, § 2, Gl. (10) und erhalten 

Kommerell, Theorie der Baumknrven. IT« 2 
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Jf.A = 



2" 
2- 



dx 
dx 



2'"' I'^' 

XI, dx yrij dx 
.^u du ^^ du 



dx 



.^ äv ^^ dv ^mj 



dx 



dx 
6v 



= 0. 



Nun ist nach § 2, (3) und (9) 

dx 



dx 



^^ du ^^ dv 
nach § 2, (14) 



= 0; 



ÖiC 



dx 



y^daJ^=Ddu + D'dv, —y^da^^^ITdu + iy'dv. 
jLd du - .^u dt; 



(9) 
ist. 

(10) 



Endlich ergibt sich aus § 1, (6) und (8), daß 
^dx^^Edu^Fdv, y^dx^==Fdu+Gdv 

.^mJ du ^^Ld dv 



Es folgt somit 



Jf= 



Edu + Fdv Ddu + D'dv 
Fdu + Gdv I)'du+D''dv 



0, 



oder entwickelt 



(10a) 



{FD'— FD) du^ + (FD''— GD) du dv 
+ (FD"—GD')dv^:=0, 



Die Gleichung (10) oder (10a) ist die Bedingung dafür, 
daß die Richtung du : dv eine Hauptkrümmungsrichtung ist. 
Sie ist zugleich die Differentialgleichung der beiden 
Scharen von Krümmungslinien auf der Fläche. 

Sollen die Parameterkurven selbst Krümmungslinien 
sein, so muß die Gleichung (10 a) sowohl für du= 0, wie für 
dv=^0 erfüllt sein. Hierzu ist notwendig und hinreichend, 
daß für alle Werte von u und v die Gleichungen bestehen 

FD'—FD^O, FD"—GD' = 0. 

Diese Gleichungen sind linear und homogen in F imd 
D'. Sie können also entweder dadurch erfüllt sein, daß 
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FEG 
F=B'=Q ist, oder dadurch, daß — = ~ = y— ist. Im 

letzteren Falle wäre aber, wie aus (10 a) leicht zu sehen ist, 
die DiflTerentialgleichung der Krümmungslinien für alle Werte 
von du und dv erfüllt, was nicht möglich ist. 

Wir haben also als BediDguug: ^=0, 2)'=0, oder 
Satz 3. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß die Parameterkurven Krüm- 
mungslinien sind, ist, daß die Gleichungen 

(11) F=Oy 2)'=0 

für alle Wertepaare u und v identisch erfüllt sind. 
In der Tat drückt die erste Gleichung nach § 1, (19) 
aus, daß die Parameterkurven orthogonal sind, die zweite 
nach (4), daß sie konjugiert sind. 
Es hat sich also ergeben: 
Die Parameterkurven sind 

konjugierte Linien, wenn D'=0, 
Asymptotenlinien, wenn 2) = D"=0, 
Krümmungsliuien, wenn-F=D'=0 ist. 
Wir bestimmen endlich die Hauptkrümmungs- 
radien jBi und i?2 der Fläche im Punkte w, v und 
benützen hierzu die Gleichimgen Bd. I, § 22, (4) 

dx + Bda^Oy dy + Rdb = 0, d0 + Edc = O. 

Multipliz^rt man d^ese Gleichungen bezügUch mit ^ ^ ^ 

und mit -t^-^ ^, -^, so folfft durch Addition nach § 2, (14) 

dv dv dv ö 7 V / 

und § 3, (9) 

Fdu + Fdv^R(Ddu + D'dv), 

^ ^ Fdu+Gdv=^R{D'du + D''dv). 

Eliminiert man hieraus i2, so erhalt man die Diffe- 
rentialgleichung der KrümmungsUnien; eliminiert man aber 
du: dv, so folgt für R die Bestimmungsgleichung 

RB — E RB'—F 
RB'—F RB''—G 

oder entwickelt 

R^BB'' — B'^) — R{EB''—2FB'+GB) 

^ *^ +{EG — F^)=^0. 



(13) 



= 0, 
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Die beiden Wurzeln R^ und R^ dieser Gleichung 
sind die beiden Hauptkrümmungsradien. Aus (13 a) 
ergibt sich für das Krümmungsmafi k und die mittlere 
Krümmung h im Punkte (u, v) der Fläche 

^ ^ B^R^ EG — F^ ' 

Aus (14) ergibt sich als Gleichung der paraboli- 
schen Kurve (vgl. Bd. I, § 22, S. 99) auf der Fläche 

(16) DD'' — 2)'2 = 0. 

Für den Krümmungsradius R eines beliebigen 
Normalschnittes erhalten wir schließlich nach Bd. I, 
§ 22, (2) 

IL Ddu^ + 2D'dudv + D''dv^ 

^ ^ R~ds^~ Edu^ + 2Fdudv+Gdv^ 

Besonders einfaxshe Ausdrücke für die Hauptkrümmungs- 
radien erhält man, wenn man die Krümmungslinien zu 
Parameterkurven wählt, so daß nach (11) JP=D' = 
ist. Für den Krümmungsradius eines beliebigen Normal- 
schnitts folgt dann aus (17) 

1 Ddu^ + D''dv^ 
^ ^ R~~ Edu^ + Gdv^ ' 

Hieraus erhält man die Hauptkrümmungsradien R^ und 
i?2, wenn man einmal dt?=0 und dann du=0 setzt, also 

1 D 1 D" 
(^^^ R^^E' R^^~G' 

Aus dx + Rda = (s. oben) u. s. w. folgen dann die 
Gleichungen 

du ^du' du ^du' du^ ^^du' 
^^ _ 7? ^^ ^^ _ 7? ^* ^^ 7? ^^ 

6v dv' dv - 6v' dv ^ dv 
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Setzt man hier für B^ und Üj die Werte aus (19) ein, 
so erhält man wieder die Gleichungen von Rodrigues, 
§ 2, (19). 

Anmerkung 1. Aus (17) läßt sich leicht die Eulersche 
Formel [Bd. I, § 18, Gl. (6)] herleiten; wir überlassen dies dem Leser. 

Anmerkung 2. Aus (14) und (15) folgt durch eine einfache 
Rechnung 

(21) ^^ iw ~ k)^^ (ED''— GDf-^ (ED'— FD) (FD" — GD') 



2F 



4 



(ED" — GD) — ^ (ED' — J^i))J + -^ (EG—F^) (ED'-FD)\ 

Hieraus lassen sich die Bedingungen für einen Kreispunkt 
herleiten. Da in einem solchen (vgl. Bd. I, § 18, S. 76) jBj = B^ ist, 
muß für einen Kreispunkt die rechte Seite von (21) verschwinden. 
Aus der zweiten Form derselben folgt, daß für reelle Kreispunkte 
diese Bedingungsgleichung in zwei zerfällt (vgl. Bd. I, b. 100), 
nämlich 

ED"—GD = Ö, ED'—FD=^0 
oder 

D D' D" 

(22) S = X = ^- 

Die beiden gleichen Hauptkrünmiungsradien erhalten dann 
nach (14) und (15) den Wert 

^^"^^ e;-w^-e~~f-~g^' 

§ 4. Sphärische Abbildung. Ebenenkoordinaten. 

In Bd. I, § 20 wurde gezeigt, wie eine Fläche mit 
Hilfe ihrer Normalen auf eine Kugel vom Radius = 1 ab- 
gebildet werden kann; diese sphärische Abbildung ist 
nun auch für Flächen in Parameterform aufzustellen. Wir 
werden dabei die früher hergeleiteten Sätze bestätigt finden 
und gleichzeitig zu einigen weiteren bemerkenswerten Re- 
lationen kommen. 

Wir bezeichnen wieder alle auf die Kugel bezüglichen 
Größen mit dem Index 0, nur die Koordinaten des sphä- 
rischen Bildes eines Punktes P{x,y,0) seien mit X, Y, Z 
bezeichnet; dann ist nach Bd. I, § 20 

(1) X = a, Y=b, Z=c, 

woraus folgt 

(2) X2+r2+Z2 = i. 
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y^ir bilden nunmehr die Fundamentalgrößen Eq, Fq^ Gq ; 

Do, Do, Do für die Einheitskugel, wo z. B. Eq== y'f^^)* 

^-f/^Ä\« ^^ \ou/ 

=^f^j ist Es ist nach (1) 



(3) 
wo 



dsl'=dX^ + dT^ + dZ^ = da^ + db^ + dc^, 



da= -^du + ^r-dv, db = -^r-du + -;r-dv, 

du dv du ov 

dc= ir-du + -7r-dv. 

du dv 

Mit Benutzung von § 2, (18) und (18 a) folgt nun aus (3) 
und § 3, (14), (15) 

^4^dsl = EQ du^ + 2FQ dudv+ Gq dv^ 

=^(hD—JcE)du^+2(hD'—JcF)dudv+(hD''—JcG)dv^, 
oder 

dsl = hL'^ *ds«= h (B du^ + 2 D'du dv + D"dv^) 

— Tz{Edu^ + 2 Fdu dv+G dv^) . 



(5) 



Aus (4) folgt für die Fundamentalgrößen erster 
Ordnung: 

(6) Eo = hD — hEy Fo = hD'—kFy Go = hD''—kG. 

(7) Ao = M. 

Die Richtungskosinus der Flächennormalen sind 
für die Büdkugel natürlich dieselben, wie für die Fläche, 
also ist 

(8) aQ = a = X, bQ = b=Y, Cq = c^Z. 

Wendet man die Gleichungen § 2, (11) auf die Bild- 
kugel an, so erhält man nach (7) die Identitäten 



(9) aJcA 



db db 




dc de 




da da 


du dv 
d c de 


, blcA- 


du dv 
da da 


, cifcA — 


du dv 
db db 


du dv 




du dv 




du dv 



Für die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung 
folgt aus § 2, (13) 
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also wegen ^o = 2'(^'=2'(l^r^- 

(10) Do = — E,, Di=—Foy DS'=-Go, 

Aü8 § 3, (14) und (15) folgt dann^ wie vorauszusehen war 

*o = l, *o = — 2. 

Aus den obigen Formeln ergeben sich noch 
einige Sätze^ die teilweise schon in Bd. I angestellt 
waren. 

1. Ist D' = 0, so sind nach § 3, Satz 1 die Parameter- 
kurven auf der Fläche konjugiert Nach § 2, (13) ist dann 

^^da dx -^da dx 

Da -^^f -T^—f -TT^ den Richtun£«kosinus der einen kon- 
ou du du g^ ^ ^^ 

jugierten Richtung (dv = 0) ^ , ^ , ^ denen des sphä- 
rischen Bildes der anderen {du = 0) proportional sind, so 
folgt (vgl. Bd. I, § 21, Satz 1, Zusatz 1). 

Das sphärische Bild einer von zwei konjugierten 
Richtungen steht auf der anderen senkrecht. 

Da eine Asymptotenrichtung sich selbst konjugiert ist, 
so folgt weiter 

Das sphärische Bild einer Asymptotenrichtung 
ist senkrecht zu dieser. 

Da eine Hauptkrümmungsrichtung auf ihrer konjugierten 
senkrecht steht, folgt 

Das sphärische Bild einer Hauptkrümmungs- 
richtung ist parallel zu dieser. 

Man sieht leicht, daß man durch diese Sätze auch die 
entsprechenden Richtungen definieren konnte (vgl. Bd. I, 
§ 28, Au%. 15 und 16). 

2. Aus dem letzten der obigen Sätze ergibt sich, daß die 
sphärischen Bilder der Krümmungslinien ein Orthogonal- 
system bilden. Fragen wir umgekehrt nach der Bedingung 
dafür, daß ein Orthogonalsystem auf der Fläche {F=^ 0) in 
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ein Orthogonalsjstem auf der Kugel (Fq^O) übergeht, so 
folgt aus Fo = hD'—kF=0 die Bedingung D' = 0; F=0, 
so lange nicht h oder k=0 ist, d. h. 

Ist für eine Fläche weder h noch k = 0, so geben 
nur die Krümmungslinien als sphärisches Bild 
wieder e-in Orthogonalsystem. 

3. Ist für eine Fläche die mittlere Krümmung Ä = 
(Minimalflächen, vgl. Abschn. II, § 23 ff.), so folgt aus (6), 
daß mit F auch Fq verschwindet, d. h. 

Für eine Fläche von der mittleren Krümmung 
N.ull (Minimalfläche) gibt jedes Orthogonalsystem 
als sphärisches Bild wieder ein Orthogonalsystem. 

Nach (5) ist weiter für diesen Fall 

dsl=^ — kds^. 

Mit Verweisung auf § 8 folgt hieraus: 

Die sphärische Abbildung einer Fläche von der 
mittleren Itrümmung Null (Minimalfläche) ist kon- 
form. 

4. Für das Oberflächenelement dJ hatten wir in § 1, 
(20) gefunden 

dJ=^dudv; 

also folgt für das Oberflächenelement der Einheitskugel 

djQ = \dudv, 
oder nach (7) 

Es ist also 



dJo =ki\dudv. 



dJ 



= *, 



d. h. wir finden hier den Gaußschen Satz (Bd. I, § 22, 
Satz 3) bestätigt. 

Mit der sphärischen Abbildung hängt aufs engste zu- 
sammen die Behandlung einer Fläche in Ebenenkoordi- 
naten. Sind wieder a, 6, c (oder X, Y, Z) die Richtungs- 
kosinus der Flächennormalen in einem Flächenpunkte P{x,y,0\ 
ist femer T der Abstand der Tangentialebene dieses Punktes 
vom Koordinatenursprung, so ist die Gleichung der Tan- 
gentialebene im Punkte P in f, ?y, f als laufenden Punkt- 
koordinaten 
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(11) X^+Yrj + ZC — T^O. 

Die Koeffizienten X, F, Z, T heißen dann die Ebenen- 
koordinaten der Fläche. Wir setzen nun voraus, daß 
X, Yy Zy T als Funktionen zweier Parameter u, v so ge- 
geben seien, daß sie der Gleichung (2) genügen: d. h. man 
kennt die sphärische Abbildung der Fläche und außerdem 
T als Funktion von (m, v). Gibt man u und v alle mög- 
lichen Werte, so erhält man aus (11) ein zweifach unend- 
liches System von Ebenen, welche die Fläche einhüllen. Um 
die Fläche in der gewöhnlichen Weise untersuchen zu können, 
haben wir die Punktkoordinaten x, y, z in u und v aus- 
zudrücken. 

Da der Berührpunkt {x, y, z) stets auf der Tangential- 
ebene (11) liegt, so besteht die identische Gleichung 

(12) Xx+Yy + Zz-'T^O. 

Difierenziert man diese partiell nach u und t;, so ist 
nach § 2, (9) (a = X etc.) 

X^x+Y{y + Z^z—T^^Oy 
X,x+Y,y + Z,z — T^^O, 

wo Xi =-7r-5 Xo =-;;;— USW. ist. Durch Auflösen von (12) 

du vv ^ 

und (13) nach x, y, z erhält man x, y, z als Funktionen 
von w, V und damit die Flächengleichung in der üblichen 
Form. Man kann nun noch die Fundamentalgrößen J5, F, O; 
D, D', D^' bilden, um die Fläche in der gewöhnlichen Weise 
zu behandeln. Am besten geschieht dies folgendermaßen: 
Wir bilden die Gleichungen § 2, (20) für die Bildkugel und 
erhalten mit Berücksichtigung von (1) und (10) 

(14) Xi2 -K Xi — go' X^ + i^o^=0, 

^2 - K ^1 - 2o' ^ + ^0 ^ = , 

sowie die entsprechenden Gleichungen für Y und Z in den- 
selben Koeffizienten. Dabei sind p^y q^ usw. die für die 
Einheitskugel gebildeten Größen § 1, (22) und daher wie 
Eq, F^f Gq bekannte Funktionen von (w, v). Differenziert 
man (13) weiter nach u und v, so folgt mit Benutzung von 
§ 2, (13) 



(13) 



l 

I 
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(15) X^,x+Y^^y + Z^^z^T^, = D', 

Multipliziert man die erste Gleichung in (14) mit x, 
die analogen mit y und e und addiert^ so folgt nach (12), 
(13) und (15) 

^11 -Po T^ — 9o T^ + EoT^ — D, 

(16) T,, -pi T, - qi T, + F,T=^ D% 

wobei die zwei letzten Gleichungen ähnlich erhalten werden, 
wie die erste. Damit sind die Fundamentalgrößen D, I/, D'^ 
explizite als Funktionen von u und v dargestellt. Um auch 
E, Fy G auszudrücken^ setze man in (6) für h und k die 
Werte aus § 3^ (14) und (15) ein; löst man nun nach 
E, Fy G auf, so folgt 

t^E = E^B'^—2F^BB'+G^B\ 

(17) ^lF=E^B'B''-F^{BB''+B'^) + G^BB'y 
/S^G = EoB''^—2FoB'B''+G^B'\ 

Hieraus bestimmen sich, wenn man noch für B, B% D" 
die Werte aus (16) einträgt, auch E, F, G als Funktionen 
von u und v. 

Anwendung. Auf der Einheitskugel ist ein Or- 
thogonalsystem von Kurven gegeben; gesucht ist 
die Fläche, für die jenes Orthogonalsystem die 
sphärischen Bilder der Krümmungslinien darstellt. 

Der Gang der Lösung ist folgender: Wir setzen vor- 
aus, daß X, Yy Z als Funktionen von u und v gegeben 
seien, derart, daß X^+Y^ + Z^^l und JPo == ist. Sollen 
die Parameterkurven auf der Fläche Krümmungslinien sein, 
so muß F= und D' = sein. Die mittlere Gleichung (16) 
ist dann eine partielle Differentialgleichung für T. Ist diese 
integriert, so ist T gefunden. Aus (12) und (13) erhalt man 
durch Auflösen nach Xy j/, z die Flächengleichung in Para- 
meterform. 

Anmerkung. Für eine Fläche mit zwei Systemen 
von ebenen Krümmungslinien besteht jenes Orthogonal- 
system aus zwei Scharen sich rechtwinklig schneidender 
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Ejreise. Es folgt dies aus dem Satze von Joachimsthal^ 
Bd. ly § 24^ Satz 5. Ein solches Kreissystem erhält man 
z. B.; wenn man durch einen Kugelpunkt zwei zueinander 
senkrechte Tangenten zieht und das Ebenenbüschel durch 
jede dieser Tangenten mit der Kugel zum Schnitt bringt. 
Wir überlassen es dem Leser, für diesen speziellen Fall die 
Flächengleichungen aufzustellen (die Gleichungen des Sy- 
stems sind in § 7, (26) enthalten). 

§ 5. Transformation der Parameter. 

Für viele Aufgaben ist es zweckmäßig, statt der ge- 
gebenen Parameter neue einzuführen (vgl. § 6 ff.). Sind 

(1) 0{u,v)=^ay W{UyV) = i, 

wo a und b wiQkürliche Konstanten sind, die Gleichungen 
der Kurvensysteme, die als Parameterkurven eingeführt 
werden sollen, so hat man einfach 

(2) (p{u{)=0(u,v), ip{vi)= ¥{u,v) 

zu setzen, wo <p und yj ganz willkürliche Funktionen der 
neuen Parameter u^ und v^ sind; denn für w^^konst. folgt 
0(u^v) = lioiist.y ebenso für t;i=konst. W(u,v) = konst. Löst 
man (2) nach u und v auf 

(3) u = P(u^,v^), v^Q{ui,Vi) 

und setzt die gefundenen Ausdrücke für u und v in die 
Flächengleichungen § 1, (1) ein, so sind die Kurvensysteme (1) 
als Parameterkurven eingeführt, und es lassen sich ohne 
Schwierigkeiten die sechs Fundamentalgrößen in den neuen 
Parametern %, v^ aufstellen; wir bezeichnen dieselben, wie 
überhaupt aUe aiif die neuen Parameter bezüglichen Größen, 
mit dem Index 1. Diese sechs Fundamentalgrößen E^yF^t G^; 
Dl, Dl, Dl lassen sich aber auch direkt durch die ur- 
sprünglichen ausdrücken, wenn man noch die partiellen 
Ableitungen der Funktionen P und Q in (3) benutzt. Setzt 

dP ep 

man, wie üblich, zur Abkürzung -r — = Pi, -^ — = ^2 usw., 

so ist "^^ "^^1 

(4) du = P^dt^ + P2dvi, dv=Q^dUi^ + Q2dvi; 
femer 
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(b) Sx _ ex ex i«_p^,o££ 
^^' eui~^eu^^^J^' ev^ ^eu^^^ev 

nebst den entsprechenden Gleichungen in y und «. 

Hiemach ergibt sich für die Fundamentalgrößen 
erster Ordnung 

Führt man hier noch in E, Fy O vermittelst der 
Gleichungen (3) statt u und v die Parameter % und v^ ein, 
so sind die Größen JFi, F^, G^ als Funktionen von u^ und v^ 
bestimmt. 

Setzen wir zur Abkürzung: 

(7) ^^ ^^ 
^^ Öl Q, 

so zeigt man leicht, daß 

(8) ^\ = E^G^-F\^{EG — F^)^^^^U^ 

ist. 

Die Determinante <J, die bei der Einführung neuer Para- 
meter eine wichtige EoUe spielt, heißt die Transformations- 
determinante. 

Um auch die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung aus- 
zudrücken, haben wir nach § 2, (11) die Richtungskosinus 
Ol, 6i, q der Normalen für die neuen Parameter zu bilden. 
Man findet 

(9) ai = a, 6i = 6, Ci==c, 

wo wieder in a, 6, c vermittelst (3) u^ und v^ einzuführen 
sind. Nach (5), (9) und § 2, (13) erhält man für die 
Fundamentalgrößen zweiter Ordnung: 

(10) Dl' = BP, Pj + D' {P, Q, + Q, P,) + D"Q, Q, . 
iy{=DPl + 2D'P,Q^ + D" q\. 
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Die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung drücken sich 
also ganz in derselben Weise aus, wie die erster Ordnung. 
Aus (10) folgt 

(11) BiB'l — Df - (DD'' — D'') d\ 

Es liegt nun nahe zu untersuchen, welche Funktionen 
der sechs Fundamentalgrößen, bezw. der Parameter u, v 
bei einer Transformation der Parameter invariant 
bleiben, d. h. in den neuen Parametern dieselbe Form und 
denselben Wert haben, wie in den alten. Solche Invarianten 
sind z. B. nach (9) die Richtungskosinus a, hy c. £s läßt 
sich weiter von vornherein übersehen, daß z, B. das Krüm- 
mungsmaß Je und die mittlere Krümmung A, femer die 
Differentialformen ds^, L, M, N invariant sein werden; denn 
die durch sie definierten geometrischen Größen (vgl. Bd. I, 
§ 27) drücken sich ja durch die Fundamentalgrößen und die 
Differentiale der Parameter stets in derselben Weise aus, wie 
auch die Parameterkurven gewählt sind. Diese Invarianz 
wird durch die Rechnung bestätigt. Für das Krümmungs- 
maß Je folgt sie unmittelbar aus (8), (11) und § 3, (14); für 
die mittlere Krümmung durch eine einfache Rechnung 
aus (6) und (10). Für das Linienelement ds^^ hat man 

Durch Eintragen der Werte aus (6) ergibt sich: 

dsl = E (Pi dui + Ps dvjf 

+ 2 FiP^ d«! + P2 dv^) {Q^ du^ + Q^ dv^) 

+ CH<^xdu, + Q,dv,y, 
oder nach (4) 

(12) dsl :=i:du^ + 2 Fdu dv + G dv^ = ds^ 

Damit ist wegen der Übereinstimmung von (6) und (10) 
auch die Invarianz von L (vgl. § 2, 14a) bewiesen. Auch 
für M hat der Beweis keine Schwierigkeit. Etwas um- 
ständlicher wird die Rechnung für JV, da hier noch die 
zweiten Differentiale von u und v auftreten; wir überlassen 
die Ausführung dem Leser. 

Als Beispiel einer Parametertransformation behandeln 
wir die Aufgabe: Die Gleichungen des einmantligen 
Rotationshyperboloids auf die Asymptotenlinien als 
Parameterkurven zu übertragen. 



\ 
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Die Gleichungen desselben sind 

(13) x = ucosv, y=^usiav, jgf«-— l/w» — a*, 

wo die Kurven u=»konst die Parallelkreise, die Kurven 
t; = kon8t. die Meridiane sind. 

Die sechs Fundamentalgrößen erhalten folgende Werte 

(14) E=1A 7—- , JP=0, 6?«««: 

j) -^'^ 2)^ = 

(^^ "" ^*) [^^ (**^ — ^*) + ^^ ^^] ''' ' ' 

[a2(w2 — a2) + 62t*2]V. 
Also ist die Differentialgleichung der Asjmptotenlinien 

Dieselbe ist durch Quadratur integrierbar^ die beiden Scharen 
von Asymptotenlinien haben die Gleichungen 

(17) v + arcsin — = c,; v — aresin — = Cft. 

Die Asymptotenlinien werden also als Parameterkurven ein- 
geführt durch die Substitution 

(18) 2wi = v + arc sin — ; 2v^=v — arc sin — , 
^ ^ u ^ u 

oder nach u und v aufgelöst 

a 

(19) v = tii+Vj^, u = — 



sin (% — v^) 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind die Funk- 
tionen P und Q in (3). Es ist also 

p _ — a cos (Wi — v^) p _ ^ cos (Wi — t;i) 
(20) ^~ sin2 («*i — i;i) ^ ^"" sin2(wi_t;i) ' 

(2i = l, (^2 = 1; 

Also sind die sechs neaen Fundamentalgrößen nach (6) 
und (10) 
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a^ + b^ j^ — a^cos2(%— ^i) — feg 

^ ~" sin* (% — v^)^ ^ "~ sin* (% — v^) ' 

(21) g,= . f -^^ D,«0, . 

^ ^ ^ sin* (% -- t7i) 

^ sinK— t;i)[a*^cos2(i^— «;i) + 62]'l«' 

NatürKch hätte man diese Werte auch auf dem ge- 
wöhnlichen Wege nach Einsetzen der Werte von u und v 
aus (19) in (13) finden können. Aus Di^Di = folgt 
nach § 3, Satz 2, daß nunmehr in der Tat die Kurven 
t^^=:konst., t;i=konst. Asymptotenlinien sind. 

§ 6. Anwendung anf Rotations- und Schraubenflächen. 

Wir wenden die bisherigen Ergebnisse auf zwei wichtige 
Flachengattüngen, die Rotationsflächen (vgl. hierzu Fig. 19, 
S. 3) und die Schraubenfiächen an. 

Die Gleichungen einer Rotationsfläche in Parameter- 
form sind nach § 1, (5) 

(1) x = ucoQV, y = u8inv, z==f(u); 

die Parameterkurven w = konst. sind die Parallelkreise, die 
Parameterkurven v = kon8t. die Meridiane. Zur Bestimmung 
der sechs Fundamentalgrößen hat man nach § 1 und 2 aus 
(1) die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von x, y, 
nach u und v zu bilden. Diese sind 

dx dy . 6z 

du du du 

dx * ^y ^^ ^ 

-— -= — wsmt;, -;r- = MCOSt;, -z— = 0, 

cv ov ov 

6^x d^y d^z 

d'^x . d^y d^z 

r. r, = — smt7, -^ — ^ = cost;, ^ — ^—=0, 

cudv dudv dudv 

d^x d^y . d^z ^ 

-— = — wcost?, ^ = — Msmv, —- = 0. 

ov^ dv^ Ov^ 
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Hieraus ergeben sich nach § 1, (8) die Fundamental- 
größen erster Ordnung folgendermaßen 

(3) E^l+f{uy, jP=0, G = uK 
Das Linienelement ds erhält also die Form 

(4) ds^ = (l + n^y) du^ + w« dv^. 

Da JP=0 ist, sind nach § 1, Satz 1 die Parameter- 
kurven aufeinander senkrecht. Nach § 1, (9) ist ferner 

(5) A2=-w2 + t«2/^(w)2. 

För die Bichtungskosinus a, h, c der Flächen- 
normalen ergibt sich nach § 2, (11) 

(6) Aa = — uco8vf{u), A6=« — usinvf{u), ^c^u. 

Die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung sind 
üach § 2, (13) 

(7) D = ^, B' = 0, 2)"=^. 

Aus den Gleichungen (6) folgt leicht der bekannte 

Satz 1. Auf jeder Rotationsfläche fällt die 
Flächennormale mit der Normalen der Meridian- 
kurve zusammen. 

Da außer I auch Z)'=0 ist, so haben wir nach § 3, 
Satz 3 

Satz 2. Auf jeder Rotationsfläche sind die 
Meridiane und Parallelkreise Krümmungslinien. 

Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien lautet 
nach § 3, (6) für unsern Fall 

(8) f\u) du^ + u f(u) dv^^O. 

Sie ist durch eine Quadratur integrierbar in der Form 

''' ... "-/!»- "^ . ' 

Satz 3. Auf jeder Rotationsfläche ergibt sich 
die Gleichung der Asymptotenlinien durch eine 
bloße Quadratur. 

Zur Bestimmung der Hauptkrümmungsradien R^ 
und i?2 können wir hier die Gleichungen § 3, (19) benützen 
und erhalten (vgl. Bd. I, § 28, Aufg. 9) 
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^^"^ iJ, (l+f(«)f»' ii, «{l+/-'(M)f'' 

Dabei ist JR^ der Hauptkrümmungsradius für die Haupt- 
krümmungsrichtung dv = (Meridian); aus (10) folgt nun 
leicht der a. a. O. erwähnte Satz: 

Satz 4. Auf jeder Botationsfläche ist der eine 
Hauptkrümmungaradius gleich dem Krümmungs- 
radius der Meridiankurve, der andere gleich dem 
Stück der Flächennormale bis zur Kotationsachse. 

Daraus ergibt sich 

Zusatz. Liegt das Krümmungszentrum eines 
Punktes der Meridiankurve auf der Rotationsachse, 
60 sind die Punkte des zugehörigen Parallelkreises 
Kreispunkte. 

Wir suchen noch die Gleichung der parabolischen 
Kurve auf der Fläche; dieselbe ist nach § 3, (16) in unse- 
rem Falle ., 

Diese Gleichung kann auf dreierlei Weise erfüllt sein, 
nämlich 1) durch w = 0; 2) durch f{u) = 0; 3) durch f'{u) = 0. 
Im ersten Fall schneidet die Kurve die Rotationsachse, 
hierdurch entsteht ein Knotenpunkt [K in Fig. 19), der der 
parabolischen Kurve angehört. Im zweiten Falle ist die 
Meridiantangente senkrecht zur Rotationsachse; der zuge- 
hörige Parallelkreis ist ein Zweig der parabolischen Kurve. 
Im dritten Falle hat die Meridiankurve einen Wendepunkt; 
die Parallelkreise aller Wendepunkte (z. B. WW^ ^ S^. 19) 
der Meridiankurve sind also ebenfalls Zweige der para- 
bolischen Kurve. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die Formeln (10) für 
die Aufgaben, Rotationsflächen zu bestimmen, deren Haupt- 
krümmungsradien durch eine Relation von der Form 
F{Itij 2^2) = verbunden sind. Setzt man hier für R^ und 
2^2 8,us (10) die Werte ein, so erhält man durch Integration 
f{u) und damit nach (1) die Rotationsfläche. Für die 
Flächentheorie besonders wichtig sind folgende Fälle (vgl. 
Bd. I, § 28, Aufg. 27 u. 28): 

1) ü"+ ü~==ö> ^- ^* ^^^^ Rotationsfläche von kon- 
stanter mittlerer Krümmung gleich Null (sogenannte 

Eommerell, Theorie der Raumkuryen. II. 3 
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Minimalfläche); ihre Meridiankorve ist die Kettenlinie; 
die Fläche helBt daher Eatenoid. 

2) ü~ü"'=^^ ^^ * ^^^^ reelle Konstante ist. Wir 
Ml 1(2 

haben hier Flächen von konstantem positivem Krüm- 
mungsmaß; unter ihnen befindet sich die Kugel vom Ra- 
dius a. 

3) p p = — a^, wo a meder eine reelle Konstante ist. 

Es sind dies Flächen von konstantem negativem Krüm- 
mungsmaß. Unter diesen ist von besonderem Interesse 
diejenige^ deren Meridiankurve die sogenannte Traktrix ist, 
d. h. die Kurve, für welche das Stück der Meridiantangente 
vom Berührpunkt bis zur Rotationsachse konstant ist. Diese 
Fläche heißt Pseudosphäre. 

Wir kommen auf alle diese Flächen noch zurück. Es 
wird dem Leser nicht schwer fallen, die Gleichungen der- 
selben aufzustellen. 

Das Linienelement einer Rotationsfläche erhält eine 
besonders einfache und charakteristische Form, 
wenn als Parameter u der Bogen der Meridiankurve ein- 
geführt wird. Sind 

(11) x = r{u) = f{u) 

die Gleichungen der Meridiankurve in der XZ- Ebene, wo 
also u der Bogen derselben ist, so ist wegen dx^+d^^^^^du^ 

Ist V der Winkel, den ein beliebiger Meridian mit der • 
XZ- Ebene macht, so lauten die Gleichungen der Rotations- 
fläche 

(13) x = rco&v, y = r&inv, 0:=f(u). 

Als Linienelement der Rotationsfläche folgt hieraus 

(14) ds^ = du^ + r{uy dv\ 

Hier ist also E=l, JP=0, G reine Funktion vonw. 
Diese Form (14) hätte man auch aus (4) dadurch erhalten 
können, daß man statt u einen neuen Parameter u^ mittels 
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der Gleichung (l+f'{uyyi*du=^du^ eingeführt hätte.) Um- 
gekehrt gut der 

Satz 5. Zu jedem Linienelement von der Form (14) 
läßt sich eine Rotationsfläche finden, der dieses 
Linienelement zukommt. 

Denn dann ist r(u) bekannt; aus (12) ergibt sich f{u) 
und aus (13) die Eotationsfläche. 

Als zweites Beispiel behandeln wir die Schrauben- 
flächen. Eine solche wird erzeugt^ indem eine beliebige 
Kurve (im allgemeinen eine doppelt gekrümmte) gleichzeitig 
imi eine Achse gedreht imd parallel der Achse verschoben 
wird, und zwar so, daß das Verhältnis der Drehgeschwin- 
digkeit zur Geschwindigkeit der Verschiebung konstant ist. 
Jeder Punkt der erzeugenden Kurve beschreibt bei dieser 
Bewegung eine Schraubenlinie, und zwar haben alle diese 
Schraubenlinien gleiche Achse und Ganghöhe. Schneidet man 
die Schraubenfläche mit einer durch die Schraubenachse ge- 
legten Ebene, so erhält man eine Schnittkurve, die wir 
Meridiankurve nennen. Es leuchtet ein, daß sämtliche 
Meridiankurven kongruent sind. Erteilt man einer solchen 
Meridiankurve dieselbe Schraubenbewegung, durch welche 
die Fläche erzeugt wurde, so erzeugt die ebene Meridian- 
kurve dieselbe Fläche. Die allgemeinste Schraubenfläche 
kann daher durch eine ebene Kurve (Meridiankurve) er- 
zeugt werden, welche eine Schraubenbewegung um eine in 
ihrer Ebene liegende Gerade (Schraubenachse) ausführt. 

Um die Gleichung einer solchen Fläche aufzustellen, 
nehmen wir die ^Achse als Schraubenachse; ferner sei u 
der Abstand eines Punktes der Meridiankurve von der 
-Z- Achse; dann ist die Gleichung der Meridiankurve: 0=(p(u), 
Sie liege zunächst in der X^Ebene; dann wird sie bei 
Ausführung der Schraubenbewegung um einen Winkel v 
um die ^- Achse gedreht, und gleichzeitig um eine mit v 
proportionale Größe a»v parallel der Z- Achse verschoben. 
Die Koordinaten eines Punktes x, y, z der neuen Lage der 
Meridiankurve sind dann offenbar (vgl. Bd. I, § 1) 

(15) x = UQOsv, y = umiVy z = (p{u)-\-av. 

Diese Gleichungen stellen die Gleichungen der Schrauben- 
fläche selbst in den Parametern u und v dar. Die Kurven 
ti = konst. sind Schraubenlinien, die Kurven t; = konst. die 
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Meridiane. Ist a=«0, so geht die Schraubenbewegung in 
eine einfache Rotationsbewegung^ die Schraubenfläche in 
eine Eotationsflache über. Die Rotationsflächen können also 
als ein spezieller Fall der Schraubenflächen (Granghöhe = 0) 
aufgefaßt werden. 

Auf ganz analoge Weise wie bei den Rotationsflächen 
erhält man bei den Schraubenflächen die sechs Fundamental- 
größen. Wir bilden nur E, F, G und überlassen dem Leser 
jD, D% D'' aufzustellen. Es ergibt sich 

(16) E=l + (p'{uy, F=2a(p\u), G=^u^ + a\ 

Für das Linienelement der Schraubenflächen erhalten 
wir also 

(17) ds^ = (l + <p\^y) du^ + 2a (p\u) du dv + {u^ + a^) dv\ 

Wie bei den Rotationsflächen wollen wir auch hier dem 
Linienelement durch Einführung eines neuen Parameters v^ 
eine andere Form geben, die später benutzt werden wird. 
Wir vereinigen zunächst die beiden letzten Glieder zu einem 
vollständigen Quadrat, indem wir schreiben 



(18)ds2_ri_|_ 



u^(p'(uY 



du^ + (m2 ^ a^) 



u^ + a^i 
Wir setzen nun 

(19) mv, = v + ajl^, 

oder nach v aufgelöst 

(u)du 



a<p'{u)du 

*'«+ „2 + «2 , 



2 



J W2 



'■2 + a2 

Dabei bedeutet m eine Konstante. Setzt man diesen 
Wert von v in (15) eui, so erhält man die Koordinaten 
Xf y, z eines Punktes der Schraubenfläche ausgedrückt durch 
die Parameter u und v^. Das Linienelement der Fläche 
nimmt dann nach (18) und (19) die Form an 



(20) ds^^\\-\- 



_[ u^<p'{uy 



du^ + m^{u^ + a^)dvl. 



Da hier der Koeffizient von dudv^ verschwindet, so 
sind die neuen Parameterkm*ven u = konst. und v^ = konst. 
nach § 1, Satz 1 aufeinander senkrecht, oder die Kurven 
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v^ = konst. sind die Orthogonaltrajektorien der Schrauben- 
linien. Es folgt 

Satz 6. Auf jeder Schraubenfläche ergeben sich 
die Orthogonaltrajektorien der Schraubenlinien 
durch bloße Quadratur. 

Wir werden später (§ 12) die Gleichungen (14) und 
(20) benutzen^ um zu zeigen^ daß zu jeder Schraubenfläche 
eine Rotationsfläche existiert^ auf die die Schraubenfläche 
aufgewickelt werden kann^ wie ein Blatt Papier auf einen 
Kegel oder Cylinder. 

§ 7. Minimallinien. Isometrische Linien. Isometrische 

Parameter. 

Zu den bis jetzt betrachteten reellen Linien auf der 
Fläche treten noch gewisse imaginäre Flächenkurven, 
die in den metrischen Verhältnissen der Fläche eine Bolle 
spielen: es sind die schon in Bd. I, § 13 betrachteten 
Minimallinien. Wir definieren mit Beziehung auf das 
dort Entwickelte die Minimallinien auf der Fläche aU die 
Kurven, deren Tangenten alle den unendlich fernen imagi- 
nären Kugelkreis treffen. 

Ihre Differentialgleichung ist nach Bd. I, § 13, (15) 

(1) dx^ + dy^ + d0^^O. 

Diese Gleichung zeigt, daß das Linienelement ds der 
Minimallinien überall die Länge Null hat, weshalb man die- 
selben auch Linien von der Länge Null nennt. 

In den Parametern u, v lautet die Differentialgleichung 
der Minimallinien nach § 1, (7) 

(2) ds^ = Edu^ + 2Fdudv+Gdv^ = 0. 

Durch jeden Flächenpunkt gehen nach (2) zwei Mini- 
mallinien; dieselben sind stets imaginär, da die Diskrimi- 
nante von (2) A« = EG — F^ [vgl. § 1, (10)] nicht ver- 
schwindet. Durch Spaltung von (2) in zwei Linearfaktoren 
erhält man 

(3) iEdu+ -^^_l^ dv^O, 

yE 

(4) ■)[Edu+ ^~'^ dv = 0. 

fE 
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Die aus diesen beiden Differentialgleichungen sich er- 
gebenden Werte von du : dv sind konjugiert imaginär. Es sei 
nun /jl ein integrierender Paktor der Differentialgleichung (3), 
der natürlich im allgemeinen auch eine komplexe Funktion 
von u und v sein wird. Multipliziert man die linke Seite 
von (3) mit jii, so wird sie ein exaktes Differential^ das mit 
da bezeichnet sei^ so daß also 

(5) da=^iLL(yEdu+^^^^p^dv\ 

ist. Nennt man die Funktion, die aus jut durch Vertauschen 
von i mit — i hervorgeht, die zu /i konjugierte Funktion 
und bezeichnet man diese mit v, so zeigt man leicht^ daß 
V ein integrierter Faktor von (4) ist: man erhält so ent- 
sprechend zu (5) 

(6) dß==v (fEdu + :?^- dvj • 

Aus (5) und (6) erhält man durch Integration zwei 
Gleichungen von der Form 

(7) <p{UyV) = a, 

(8) yj(u,v)^ß. 

Dies süid die Gleichungen der Minimallinien, und 
zwar stellt (7) die eine, (8) die andere Schar derselben dar. 
Da die rechten Seiten von (5) und (6) konjugiert imaginär 
sind, so sind (p und rp konjugiert imaginäre Funktionen von 
u und V, und daher auch die Integrationskonstanten a und ß 
konjugiert imaginäre Größen. 

Das Linienelement der Fläche erhält nun eine besonders 
einfache Gestalt, wenn man mit Hilfe von (7) und (8) statt 
der willkürlichen Parameter u und v die Größen a und ß 
als neue Parameter einfuhrt. Multiplizieren wir nämlich (5) 
und (6) und setzen zur Abkürzung 

(9) — = ;i2 

so erhalten wir ^' 

(10) ds^^X^dadß. 

Hierbei sind in X^ noch die Parameter w, v mittels (7) 
und (8) durch a und ß zu ersetzen. Man sieht, daß für 
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a==kon8t. und ß^^konet. beidemal ds^O, also die Diffe- 
rentialgleichung (2) der Minimallinien befriedigt wird; man 
nennt daher a und ß die Parameter der Minimallinien. 
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in den 

Satz 1. Zerlegt man die rechte Seite der 
Gleichung 

ds^ = Edu^ + 2 Fdu dv + G dv^ 

in ihre beiden Faktoren und setzt jeden derselben 
gleich Null, so erhält man zwei Differential- 
gleichungen, deren Integrale, nach den Integrations- 
konstanten tty ß aufgelöst, die Form haben 

(p{u,v)^a, y}{u,v) = ß. 

Führt man mittels dieser Gleichungen a, ß 
statt u, V als Parameter in die Gleichungen der 
Fläche ein, so werden die Minimallinien Parameter- 
kurven und das Linienelement der Fläche erhält die 
einfache Form 

ds^ = A2 da dß. 

Erstes Beispiel. Die XF-Ebene (0:^0). 

Das Linienelement ist 

ds^ = dx^ + dy^ = [dx + idy) (dx — idy) . 

Die Gleichungen (3) und (4) lauten also: 

dx + idy = 0, dx — idy = 0, 
oder integriert 

x + iy^a, x — iy = ß. 

Durch Einführung von a, ß erhält ds^ die Form 

(11) ds^==dadß. 

Zweites Beispiel. Die Kugel vom Radius = 1. 
Die Gleichimgen derselben waren (§ 1, S. 4) 

x = uco8V, y^^usinv, 0=^']/l — u^. 
Hiemach erhält das Linienelement die Form 

(12) ds^ = ^ ^ +u^dvK 

1 — U^ 
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Die Gleichungen (3) und (4) lauten 

(13) +iudv^Oy , — iwdt; = 0. 

yi--w2 yi— i*2 

Die Integration Kefert 

— lg '— |-it; = lga, 

(14) ;" 

-lg L tt; = lg^, 

wo die Integrationskonstanten auch in der Form von Loga- 
rithmen angenommen sind. 

Die Auflösung von (4) nach u und v ergibt 

/..x 2}^ a + ß . a — ß 
(iD) u^ ^ . ^^ > cost? = — ^=^9 smt; = ^* 

Durch Einführung von a, /? erhält ds^ die Form 



(16) ds^=^ 



{l+aßY 



Mithin lauten nach (15) die Gleichungen der Kugel in 
den Parametern a, ß der Minimallinien 

a + ß iiß — a) aß — 1 

^ 1 + 0)0 l+«io 1+ap 

Für manche Anwendungen ist es zweckmäßiger^ den 

Parameter ß durch — ^ zu ersetzen, so daß also a und 

1 . P 

— — konjugiert imaginär sind. Die Gleichungen (16) und 

(17) gehen hierdurch über in 

(-) «-i^. .-^fi^. ;=^- 

Die Übereinstimmung dieser Gleichungen mit Bd. I, 
§ 13, (14) zeigt, daß die Minimallinien der Kugel ihre 
geradlinigen Erzeugenden sind. 
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Die imaginären Minimallinien einer Fläche führen nun 
zxx wichtigen reellen Liniensystemen, den sogenannten iso- 
metrischen (isothermen) Linien auf der Fläche. Da, 
i^e wir gesehen haben, die Parameter a und ß konjugiert 
imaginär sind, können wir setzen 

(20) a = u + iv, ß = u — iVf 

i?sro nun u und v reelle Parameter spezieller Art sind, die 
natürlich mit den zu Anfang des Paragraphen benutzten 
allgemeinen Parametern u, v nicht zu verwechseln sind. 
Das Linienelement in den Parametern a, ß hatte nach 
(10) die Form 

ds^ = X^dadß. 

Vermöge (20) geht dasselbe über in 

(21) ds^ = X^{du^ + dv^) 

wo in X^ vermittelst (20) ebenfalls u, v statt a, ß einzuführen 
sind. Da nach (21) F=0, stehen fürs erste die neuen 
Parameterkurven M = konst., i;=«konst. nach § 1, Satz 1, 
allenthalben aufeinander senkrecht, bilden also ein Ortho- 
gonalsystem. Bilden wir weiter die Bogenelemente ds^^ und 
dSp der Parameterkurven, so erhalten wir nach § 1, (11) 

dSn = Xdu, ds„ = i,dv. 

Nimmt man nun die voneinander unabhängigen Diffe- 
rentiale du und dv gleich groß an, so wird ds^ « dSp . Kon- 
struiert man also auf der Fläche die Parameterkurven 
t« = konst., indem man u der Keihe nach die festen Werte 
M, u + duy u-{'2du, u + 3du . . . usw. gibt, und ebenso die 
Parameterkurven v = konst. mit den Werten t?, t; + dv, v+2dv, 
t? + 3 dv . . . usw., wobei du = dv ist, so teilen diese Kurven 
die Fläche in unendlich kleine Quadrate; denn die 
Parameterkurven stehen ja aufeinander senkrecht, und da 
dSn = ds„ ist, sind die beiden von einem Flächenpunkt aus- 
gehenden Linienelemente der Parameterkurven gleich groß. 
Man nennt aus diesem Grund das System der Parameter- 
kurven w = konst. und t?=konst. ein isometrisches 
Kurvensystem. Solche Kurven spielen in der Theorie der 
Wärmeleitung eine wichtige Rolle, man bezeichnet daher das 
System auch als ein isothermes und die Parameter w, v 
thermische Parameter. Zunächst haben wir nun den 
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Satz 2. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür^ daß die Parameterkurven isometrische 
(isotherme) Linien sind, ist, daß die Gleichungen 

bestehen; wo W nur von u, ^ nur von v abhängt. 

Denn ist X ein Proportionalitötsfaktor, so hat man für das 

Linienelement ds^ = X[W{u)du^+ ^(v)dv^] oder, wenn statt 

f¥{ü)duy i0{v)dvhezw. dU,drgeQeiztwiTd,ds^==X{dlP+dT^% 
woraus folgt, daß die Kurven ?7«konst., F=konst. und 
damit auch die Kurven M = konst., t7 = konst. isometrische 
Linien sind; jedoch sind u und v nicht thermische Para- 
meter, sondern ü und V, 

Auf jeder Fläche gibt es nun unendlich viele iso- 
metrische Kurven Systeme. Um von einem gegebenen 
System reeller isometrischer Parameter (w, v) zu einem andern 
(Wi, Vj) überzugehen, haben wir nur zu setzen 

(23) u + iv= (WjL + ^^i)> w — ^^ = ^1 (^1 — i^i), 

wo ^i die zu $ konjugierte Funktion ist. 
Es ist dann 

(24) du + idv = 0'« (c?% + idv^), u — iv = ${• {di4^ — idt?i), 

wo $' die Ableitung der Funktion nach ihrem kom- 
plexen Argument bedeutet, ds^ geht also über in 

(25) ds2 = A2 (dw2 + dv^) = 1^0' 0i {dul + dv\) , 

woraus hervorgeht, daß in der Tat die Parameter' (u, v) 
isometrische sind. 

Anmerkung 1. Aus (23) folgt, daß man von einem System 
reeller isometrischer Parameter (w, v) zu einem andern (t*,, v^) 
dadurch übergehen kann, daß man u gleich dem reellen, v gleich 
dem rein imaginären Teil einer willkürlichen Funktion $ der 
komplexen Variabein w, H-it?^ setzt. 

Anmerkung 2. Sind ^ und ^^ nicht konjugierte Funktionen, 
so erhält man gleichfalls ein System isometrischer Parameter, die 
aber nun nicht mehr reell, sondern imaginär sind. 

Erstes Beispiel. Die XF-Ebene (;sf = 0). 
Das Linienelement ist 

ds^ = dx^ + dy^. 
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Die Parallelen zu den Koordinatenachsen bilden also 
«ein isometrisches System. Das allgemeinste isometrische 
System von Kurven der XF-Ebene erhält man nach (23) 
durch die Substitution 

x + iy= 0{Xi + iy^), x — iy= <PiK — t>i), 

wo wieder $ und (P^ konjugierte Funktionen sind. 

Zweites Beispiel. Die Kugel vom Radius = 1. 

Nach (20) haben wir in den Gleichungen (16) und (17) 
a = u-\-iv, ß=^u — iv zu setzen, und erhalten 

_ 2u _ 2v _u^ + v^—l 

^"u^ + v^+l' ^"u^ + v^ + l' ^~u^ + v^ + l ' 

(u^ + v^ + l)^ 

Man zeigt leicht, daß die Kurven u = konst. und v = konst. 
Kreise sind, die durch den Punkt {x = O,y = O,0^1) gehen, 
und deren Ebenen parallel der X-Achse, bezw. Y"- Achse 
sind. Das allgemeinste System isometrischer Linien (w^, %) 
erhält man dann wieder durch die Gleichungen 

(27) u + iv=0(t$i+ivi)^ u — iv=0i (u^ — ivj), 

§ 8. Eonforme Abbildung. 

In engem Zusammenhang mit dem System der Minimal- 
linien und den isometrischen Systemen steht das Problem 
der konformen Abbildung einer Fläche auf eine 
andere. Man versteht darunter eine punktweise Beziehung 
zweier Flächen zueinander derart, daß einem unendlich kleinen 
Dreieck der einen Fläche ein unendlich kleines Dreieck auf 
der anderen entspricht, das dem ersten ähnlich ist. Man 
nennt aus diesem Grunde eine derartige Abbildung eine 
wink eltreue (weil zwei Kurven der einen Fläche sich unter 
demselben Winkel schneiden, wie die entsprechenden Kurven 
der anderen) oder konforme, im Gegensatz zu der, später 
zu behandelnden, flächentreuen Abbildung, bei der einem 
unendlich kleinen Dreieck der einen Fläche ein solches auf 
der anderen mit gleichem Inhalt entspricht. 
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Das Problem der Abbildung von Flächen auf Flächen 
ist aus einer praktischen Au%abe entsprungen^ nämlich von 
der Erdkugel eine geographische Karte zu entwerfen. Eine 
solche Karte ist eine ebene Figur, welche die Erdoberfläche 
oder einen Teil derselben darstellt. Eine solche Darstellung 
hätte gar keine Schwierigkeit, wenn die Erdoberfläche in 
die Ebene abwickelbar wäre. Da indes die Gestalt der 
Erde einer Kugel ziemlich nahe kommt, ist es (der strenge 
Beweis hierför wird sich später ergeben) unmöglich, einen 
Teil ihrer Oberfläche in einer Ebene darzustellen, ohne die 
gegenseitige Lage der einzelnen Orte, sowie ihre Abstände 
voneinander zu ändern. Eine geographische Karte gibt daher 
stets ein verzerrtes Bild der Erdoberfläche. Man hat sich 
aus diesem Grunde damit begnügen müssen, Karten her- 
zustellen, die wenigstens in kleinen Partien ein ähnliches 
Bild des betreffenden Kugelteils geben, so daß also die 
Winkel, die z. B. zwei sich kreuzende Straßen, oder Flüsse 
mit ihren Nebenflüssen büden, in ihrer wahren Größe auf 
der Karte zur Darstellung kommen (konforme Abbildung). 
Eine solche Abbildung ist dann aber nicht zugleich flächen- 
treu. Die älteste bekannte konforme Abbildung einer Kugel 
auf die Ebene ist die von Ptolemäus herrührende stereo- 
graphische Projektion. Weiterhin haben sich mit dem Pro- 
blem der Kartographie in hervorragender Weise Lambert, 
Euler und La&cranee beschäftisii. 

Die Fr^ der fartograpUe wurde nun von der König- 
liehen Sozietät der Wissenschaften in Kopenhagen im Jahre 
1822 zu folgender Preisfrage verallgemeinert: ,J)ie Teile 
einer gegebenen Fläche auf einer anderen Fläche so abzu- 
bilden, daß die Abbildung dem Abgebildeten in den klein- 
sten Teilen ähnlich wird". Gauß hat diese Preisfrage in 
voller Allgemeinheit gelöst (Gauß' Werke IV, S. 189—216), 
und zwar auf ähnlichem Wege, wie Lagrange für spe- 
zielle Fälle. 

Ehe wir den analytischen Weg der Lösung (nach 
Gauß) betreten, zeigen wir, wie man auf einfache Weise 
das Rpoblem der konformen Abbildung durch geometrische 
Betrachtungen erledigen kann. Dem Punkt P der Fläche 8 
möge der Punkt P^ der Fläche 8i entsprechen. Jedem 
Linienelement a durch P entspricht ein Linienelement % 
durch P^. Durchläuft a das Strahlenbüschel durch P, so 
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durchläuft wegeu der Winkeltreue a^ ein ihm kongruentes 
Strahlenbüschel durch P^. Wir legen nun (s. Fig. 20) die 
Tangentialebene in P so auf die in P^, daß P und P^ nicht 
zusammenfallen, also entsprechende Strahlen a, % sich 
schneiden, und daß die beiden Strahlenbüschel gleichen 
Drehsinn haben. Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
a. Oll b, 6i erzeugen dann bekanntlich einen Kreis, der 
durch P und P^ geht. Wir fragen nun nach den Strahlen 




Fig. 20. 

X, x^y die einander zugeordnet und parallel sind. Solche 
müßten nämlich zur Deckung kommen, wenn P auf P^ ge- 
legt würde. Die Strahlen x, x^ sind nun offenbar diejenigen, 
die nach den beiden unendUch fernen imaginären Kreis- 
punkten hinweisen, die also in die Richtung der Minimal- 
linien fallen. Diese letzteren entsprechen sich also bei der 
konformen Abbildung, und wir haben den 

Satz 1. Bei der konformen Abbildung zweier 
Flächen aufeinander sind die Minimallinien der 
einen Fläche denen der anderen zugeordnet. 

Man beweist leicht analog wie oben die ümkehrung 
des Satzes. 
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Analytisch ergibt sich die Zuordnung der Minimal- 
linien am einfachsten dadurch^ daß wir auf S wie auf S^ 
die Minimallinien zu Parameterkurven wählen. Die Linien- 
elemente ds und ds^ haben dann die Form 

(1) ds^^X^dadß, dsl^llda^dß^. 
Setzt man nun 

(2) a = F{a,), ß = I\iß,), 
oder auch 

(3) a = F{ß,), ß = F,{a,), 

80 sind durch das System der Gleichungen (2) oder (3) die 
beiden Flächen konform aufeinander bezogen. Denn jedem 





Pig. 21. 

Punkt {a^, ßi) auf Äi ist dann durch (2) oder (3) ein Punkt 
(a, ß) auf 8 zugeordnet, und den Minimallinien von Si 
(a^ = konst.; ß^ =:konst.) entsprechen die Miniipallinien von 8 
(a = konst.; )8 = konst.). Die Gleichungen (2) oder (3) ver- 
mitteln daher eine konfomxe Abbildung, und zwar offenbar 
die allgemeioLSte. Da a^ und ß^ konjugiert imaginär sind, 
so müssen, falls die Abbildung reell sein soll, die will- 
kürlichen Funktionen F und F^ konjugiert sein. Eine 
reelle konforme Abbildung ist also definiert durch die 
Gleichungen (2) oder (3), wo F und F^ konjugierte Funk- 
tionen sind. 

Wir behandeln nun das Problem im Sinne von Gauß. 

Die Koordinaten x, y, z eines Punktes P (vgl. Fig. 21) 
der Fläche 8 seien Funktionen zweier Parameter u und v; 
ebenso seien die Koordinaten x^y y^, j% eines Punktes P^ 
der Fläche Sl Funktionen zweier Parameter % und v^^. 
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!Eine Zuordnung der Punkte von S zu den Punkten von S^ 
ist offenbar hergestellt, wenn wir jedem Wertepaar {u, v) 
ein Wertepaar (%, %) zuweisen. Wir fassen also t^y t?i als 
Funktionen von u, v auf, wobei diese Funktionen so zu be-- 
stimmen sind, daß sie den Gesetzen der konformen Ab- 
bildung genügen: x, y, z sowohl als x^^ y^, z^ sind dann 
Funktionen der beiden Parameter u und v, und jedem 
Wertepaar w, v entspricht ein Punkt P{x,y^z) auf S und 
ein Punkt Ji(^i>yi,^i) auf S^y den Parameterkurven von S: 
entsprechen die Parameterkurven in S^. Einem unendlich 
kleinen Dreieck PQJR auf S muß dann ein unendlich kleines 
ähnliches Dreieck P^QiB^ auf S^ entsprechen, Es muß; 
also 

sein, und zwar für jedes beliebige Paar von Fortschreitungs- 
richtungen FQ und PR; mit anderen Worten: das Ver- 
hältnis des Linienelements ds in P zu dem ent- 
sprechenden dsi in Pi muß unabhängig sein von der 
Fortschreitungsrichtung in P. Sind nun 

(5) ds^ = JEdu^ + 2 Fdu dv+G dv^, 

(6) dsl = E^ du^ + 2F^dudv + G^ dv^ 

die Ausdrücke für die Linienelemente in P und in P^, so 
muß dsidsi unabhängig von duidv sein; d. h. es muß not- 
wendig 

(7) JE:F:G = jE^:F^:G^ 

sein. Damit ist aber auch die zweite Bedingung (4), die 
Gleichheit der Winkel erfüllt. Denn sind du : dv und du^ : dv' 
die Verhältnisse der Differentiale, die den Fortschreitungs- 
richtungen PQ und PR bezw. P^Qi und PijBi zukommen,, 
so ist nach § 1, (14) 

E dudu'-{- F(dudv' -{- dv du') + G dv dv' 



cobQPR^ 



i{Edu^ + 2Fdudv + Gdv^){Edu'^ + 2Fdu'dv'+Gdv'^) 

Ersetzt man hier E, F, G durch E-i, P^, G^, so erhält 
man cos Q^ P^ R^. Nach (7) ändert der Ausdruck aber, wie - 
man leicht sieht, seinen Wert nicht, also ist die Bedingung 
(7) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend. 
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AuH (7) folgt nun weiter, daß den Richtungen der Minimal- 
linien in F diejenigen in P^ entsprechen, denn ein Yer- 
bältniB duidv, das ds = macht, macht w^en (7) auch 
dSi^O, Umgekehrt sieht man, daß eine Abbildung, bei 
der den Minimalrichtongen in P diejenigen in P^ entsprechen, 
notwendig eine konforme ist. Denn wenn sich ans' ds = 
und d8i^ = dieselben Werte von duidv ergeben, so müssen 
notwendig die Koeffizienten JS,Fy G den Koeffizienten E^yF^^ G^ 
proportional sein. 

Damit ist das notwendige und hinreichende Kriterium 
dafür au^estellt, ob eine gegebene Abbildung konform ist 
oder nicht; wie man nun wirklich eine solche findet, ist 
schon oben gezeigt worden: man führt auf beiden Flächen 
die Minimallinien als Parameterkurven ein und ordnet diese 
einander zu. Sind wieder a, ß, bezw. a^y ßi die Parameter 
der Miniraalkurven, so vermitteln die Gleichungen 

(8) a = F(a,)y ß = F,{ß,) 
oder 

(9) a^F(ß,)y ß^F,(a,) 

die allgemeinste konforme Abbildung. Soll diese ins- 
besondere reell sein, d. h. soll einem reellen Punkt der eüien 
Fläche ein reeller Punkt der andern entsprechen, so müssen 
F und F^ konjugierte Funktionen sein. Die Linienelemente 
beider Flächen sind durch (1) dargestellt. 

Um nun von den komplexen Parametern der Minimal- 
linien zu den reellen der isometrischen Linien überzugehen, 
haben wir zu setzen 

a = u + iv, ß=^u — iv, 
ai=-% + «Vi, ßx=th — iv^, 
wodurch die Linienelemente (1) übergehen in 

(10) ds^^k^idu^ + dv^), 

(11) dsl==Xlidu\ + dvD. 

Die Abbildungsformeln werden nach (8) und (9) 

(12) u + ir = F{i^ + it'i), u — iv = F^ (14^ — tvj, 
oder 
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(13) u + iv==F(Ui — ivj), u + iv = Fi(Ui — ivi), 

wo F und Fl konjugierte Funktionen sind. Die Bedingung^ 
daß F und F^ konjugierte Funktionen sind^ ist insbesondere 
dann erfüllt, wenn für beide eine und dieselbe reelle Funk- 
tion gesetzt wird. Daraus folgt 

Satz 2. Eine Fläche S wird reell auf eine 
andere Fläche 8i konform abgebildet dadurch, daß 
man die isometrischen Parameter u und v von 8 
gleich dem reellen (imaginären), bezw. imaginären 
(reellen) Teil einer beliebigen reellen Funktion 
der komplexen Variabein (Wi+tt^i) setzt, wo % und 
v^ die isometrischen Parameter der Fläche S^ sind. 

Die eingeklammerten Wörter gelten, wenn die Formeln 
(13) benutzt werden. 

Von Wichtigkeit ist noch das Verhältnis K der Linien- 
elemente ds und dsj^. Dasselbe bestimmt die lineare Ver- 
größerung, die bei der Abbildung auftritt, während sein 
Quadrat K^ die Flächenvergrößerung angibt. Es ist 
nach (10) und (11) 

n±) j^,ds^ XHdu^ + dv^) 

^ ^ dsl Xl(dul + dvl) 

also bei Benutzung der Abbildungsformeln (12) 

WO die Striche die Ableitung nach dem komplexen Argument 
t^x+iv^, bezw. u^ — iv^ bedeuten. 

Der Unterschied zwischen den Abbildungen (12) 
und (13) ergibt sich folgendermaßen: Wir bestimmen den 
Winkel w;, den das Liaienelement ds mit der Isotherme 
t; = konst. bildet und ebenso den Winkel w^ des Linien- 
elements dsi mit der Isotherme v^ = konst. Nach § 1, (14) 
und (15) ist 

ds 008 w =X dUf ds sinw =X dv; 
dsi cos % = Aj dt^ , dsi sin M?i = Ai dv^ . 

Hieraus folgt 
(16) ^ifv^^^Ltl^ ^.^u._ dui + idvi 

' du — idv ^ dui — idvi 

Kommerelly Theorie der Ranmkturven. II. 4 



(15) K'^ = -^F'{u, + %v^).F[iu^-iv^), 
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Dividiert man diese beiden Gleidbungen, so folgt 

(du — idv) (dv^ + idv^) ' 
also, wenn wir die Abbildung (12) benutzen^ 

Da Zähler und Nenner der rechten Seite konjugiert 
imaginär sind, so sind ihre Moduln gleich; der Modiu ihres 
Quotienten also »1. Man kann also setzen 

WO eine reelle Funktion von % und v^ ist. Es folgt somit 

oder 

(17) to — w^ = <^. 

Da nun für ein bestimmtes Paar zugeordneter Punkte 
P imd Pi konstant ist, so wächst w mit Wi. Die beiden 
Strahlenbüschel der von P und P^ ausgehenden Linien- 
elemente haben also den gleichen Drehsinn. Man sagt dann: 
Die Abbildung (12) ist eine Abbildung im gleichen 
Sinne. 

Multipliziert man die beiden Gleichimgen (16) und 
wendet die Abbildung (13) an, so erhält man auf ganz ana- 
loge Weise 

(18) w + Wi==W, 

wo W wieder eine reelle Funktion von % und v^ ist. In 
diesem Fall entspricht also einem Zuwachs von w eine gleich 
große Abnahme von w^i die beiden Strahlbüschel haben 
entgegengesetzten Drehsinn. Die Abbildung (13) heißt 
daher eine Abbildung im entgegengesetzten Sinne. 
Zur Veranschaulichung der beiden Arten von Ab- 
bildungen vergleiche man in der Ebene die Kongruenz und 
die Symmetrie als spezielle Falle konformer Abbildung. 
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§ 9. Beispiele für konforme Abbildung« 

I. Ebene auf Ebene. 

Die rechtwinkligen Koordinaten x, y eines Ponktes der 
Ebene sind^ wie sich in § 7 zeigte, thermische oder iso- 
metrische Parameter. Sind also x^j y^ die Koordinaten eines 
Punktes einer zweiten Ebene, so sind nach § 8, (12) und (13) 
die allgemeinsten Formeln für eine reelle kooiorme Abbildung 

(1) x + iy^F{x^+iy^)y x — iy = Fj,(x^—iy^), 
oder 

(la) x + iy = F(Xi'-iyi), x—iy = Fi{x^+iyi), 

wo wieder F und F^ konjugierte Funktionen sind. 

Das Vergrößerungsverhältnis ist, wenn die Formeln (1) 
benutzt werden 

K^ = F{x^ + iy^) 'Fiix^ — iy^) . 

Als Beispiel wählen wir in (1) JF(d) = — , wo a eine 

Konstante und i? das komplexe Argument x + iy bedeutet. 
Dies gibt die Abbildung durch reziproke Radien- 
vektoren. 

Die Abbildungsformeln sind also für diesen Fall 

(2) x + iy^ ^ ■ . ^ , x — iy = 



Xi+iyi' ^ ^x—iyi 

Aus diesen Formeln folgt 

a* X Xi 

oder 

Um diese Abbildung geometrisch zu veranschaulichen, 
denken wir uns die beiden Ebenen so aufeinander gelegt, 
daß die positive X-Achse mit der positiven Xj-Achse, und 
ebenso die positive Y-Achse mit der positiven ITi-Achse 
zusammenfällt. Wir haben dann eine Abbildung der Ebene 
auf sich selbst. Aus der zweiten Gleichung (3) folgt dann, 
daß jeder Punkt P mit seinem Bildpunkt Pj auf demselben 

4* 
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Strahl durch den Ursprung liegt, und die erste Gleichung (3) 
zeigt, daß das Produkt ihrer Abstände vom Ursprung kon- 
stant =a2 ist. Die Punkte eines Kreises um den Ursprung 
mit dem Badius r gehen also über in die Punkte eines kon- 

zentrischen Kreises, dessen Radius r. = — ist. Aus diesem 

r 

Grund heißt die Abbildung „Transformation durch 
reziproke Radien" oder auch kurz ,,Inversion" (Liou- 
ville). Der Kreis um den Ursprung mit dem Radius a heißt 
Inversionskreis; jeder Punkt desselben fallt mit seinem Bild- 
punkt zusammen. Man beweist leicht folgende Sätze für 
diese Abbildung: 

Jede Gerade geht in einen Kreis durch den Koordinaten- 
Ursprung über und umgekehrt. 

Jeder Kreis, der nicht durch den Koordinatenursprung 
geht, geht in einen Kreis über. 

Jeder Kreis durch zwei zugeordnete Punkte fällt mit 
seinem Bild zusammen und schneidet den Inversionskreis 
rechtwinklig. 

Anmerkung 1. Hätte man als Transformationsgleichungen 
gewählt 



aj-j-iy« ; — , X — iy = 



so hätte man statt des Bildpunktes P^ sein Spiegelbild in Bezug 
auf die X-Achse erhalten. 

Anmerkung 2. Die konforme Abbildung zweier Ebenen 
heißt auch isogonale Verwandtschaft. 

n. Kugel auf Ebene. 

Dieser Fall ist wegen seiner Wichtigkeit für die Karto- 
graphie von besonderem Interesse. 

Als Parameter für die Kugel wählen wir die ther- 
mischen Parameter w und v, die in § 7, Gl. (26) eingeführt 
sind. Die Gleichungen der Kugel lauteten dort 

. 2u _ 2v _ u^ + v^ — l 

\^f ^'-u^ + v^ + 1' ^^ u^ + v^ + 1' ^'^ u^ + v^ + 1 ' 

und für das Linienelement war gefunden 

4 {du^ + dv^) 



(6) ds^ = 



(w2 + 1;2 + 1)2 
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In der Ebene wählen wir als thermische Parameter die 
rechtwinkligen Koordinaten x^, y^. Nach § 8^ (12) sind 
alsdann die Abbildungsformeln 

(7) u + iv=^F{Xi+iy^), u — iv =- F^ix^ — iy^) , 

wo wieder F und F^ konjugierte Funktionen sind. Je nach- 
dem die willkürlichen Funktionen F und F^ gewählt werden, 
erhält man verschiedene Abbildungen. Wir betrachten zwei 
derselben, die für die Kartographie besonders wichtig sind. 

1. Die stereographische Projektion. 

Die Abbildungsformeln sind hier 

u + iv = Xi + iy^ , u — iv = x^ — iy^ 
oder 

^1 = «*, yi = v. 

Hiemach ergeben sich für die rechtwinkligen Koordi- 
naten der Kugel (a?, y, 0) und der Ebene (x^y y{) die Be- 
ziehungen 

^^ xl + yl + 1' ^ xl + yl + 1' ^ a^^ + y2 + i' 

Durch diese Formeln ist jedem Punkte (x^, y^) der 
Ebene ein Punkt (x, y, 0) der Kugel zugeordnet. Aus ihnen 
folgen leicht die beiden Gleichungen 

(9) x^{l — 0)=^x, y^{l—z) = y. 

Die Abbildung läßt sich in einfacher Weise geometrisch 
deuten, wenn wir Ebene und Kugel in einer speziellen 
Lage annehmen, nämlich so, daß die X- und Z-Achse der 
Ebene bezüglich mit der X- und F-Achse der Kugel zu- 
sammenfallen (vgl. Fig. 22). 

Ist dann N der PuiJjit, wo die ^Achse die Kugel 
schneidet, so folgt aus (9), daß der Punkt P{x,y,0) der 
Kugel und der Punkt P^ (x^,yi) der Ebene mit dem Punkt N 
in einer Geraden liegen. Man erhält also zu jedem Punkt P 
der Kugel sein Bild P^ in der Ebene, indem man P von N 
aus in die Ebene projiziert. Man nennt die hier betrachtete 
konforme Abbildung stereographische Projektion. Faßt 
man N als Nordpol, die Z-Achse als Achse der Erde auf, 
so sieht man, daß die Meridiane sich als Geraden durch 
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den Ursprung des Koordinatensystems, die Parallelkreise als 
konzentrische Kreise um denselben abbilden. Einem Kreis 
auf der Kugel^ dessen Ebene die Gleichung hat 

entspricht nach (8) in der Ebene die Kurve 

2Äx^ + 2By^ + C{xl + yl — l) + D{x\ + /, + l) = 0, 

die, wie man leicht sieht, ebenfalls ein Kreis ist. Daraus 
ergibt sich: Wird das System der Meridiane und Parallel- 




Pig. 22. 

kreise von einem beliebigen Punkte der Kugel aus stereo- 
graphisch projiziert, so ergibt sich als Bild der Meridiane 
ein System von Kreisen, welche durch die projizierten Pole 
hindurchgehen, und als Bild der Parallelkreise ein System 
von Kreisen, welche die ersteren orthogonal schneiden. 

2, Miercatorprojektion. 

Eine andere wichtige Abbildung der Kugel auf die Ebene 
erhalt man, wenn 

le + it? = e^ + *'yi , u — iv = e^"^*^^ 

gesetzt wird. Durch Trennung der reellen und imaginären 
Teile folgt 

u^e'^coQjfi, v^e^isinyi 
und nach (5) 



§ 9; Beispiele fOr konforme Abbildimg. 65 

^^^> ^"^iMT^' y=-^i^-' '-^i^+T- 

Durch (10) ist wieder jedem Punkte {x^, y^) der Ebene 
ein Punkt {x, y, b) der Kugel zugeordnet. Den Parallel- 
kreisen £r=»konst. der Kugel entsprechen in der Ebene die 

Parallelen zur F- Achse x^ = konst., den Meridianen — » konst. 

X 

der Kugel die Parallelen zur X^ -Achse y^ = konst. Das Grad- 
netz der Kugel bildet sich also in der Ebene als zwei Scharen 
von Parallelen ab^ die sich senkrecht schneiden. Diese Art der 
Abbildung heißt Mercatorprojektion (Mercator 1569) 
und wird hauptsächlich zur Herstellung von Seekarten be- 
nutzt^ und zwar aus folgendem Grund: Der Seemann richtet 
bekanntlich den Lauf des Schiffes nach dem Kompaß derart, 
daß die Längsachse des Schiffes mit der Linie Nord-Süd 
immer denselben Winkel bildet. So lange sich dieser Winkel 
nicht ändert^ beschreibt also das Schiff eine Kurve, die die 
Meridiane überall unter demselben Winkel schneidet und 
die „Loxodrome^^ heißt. Diese Loxodromen bilden sich, wie 
man unmittelbar sieht, auf der Mercatorkarte als Geraden 
ab. Um also den Kurs eines Schiffes zu ermitteln, das von 
einem Orte Ä nach einem andern B fahren soll, hat man 
einfach auf der Mercatorkarte Ä und B durch eine Gerade 
zu verbinden. — Führt man auf der Kugel die geographische 
Länge X und das Komplement der geographischen Breite ß 
ein (s. Fig. 22), so ist 

(11) a; = cos A sin /?, y = QmlBmß, ;8r=cos^, 
und hieraus nach (10) 

^i = lgctg|, yi^L 

Diese Formeln ermöglichen, aus der geographischen 
Länge A und Breite 90 — ß eines Punktes die Koordinaten 
x^f yi seines Bildes auf der Mercatorkarte zu berechnen. 

ni. Abbildung der Kugel auf sich selbst. 

Als Parameterkurven der Kugel wählen wir die Minimal- 
linien. Ihre Gleichungen sind dann nach § 7, (19) 

(12) ^-^_ßy y- ^_ß , ^-a-ß' 
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und das Linienelement ist nach § 7, (18) 

Jedem Wertepaar a, ß entspricht ein Kugelpunkt und 

zwar ein reeller, wenn a und — -^ konjugiert imaginär sind 

(s. § 7, S. 40). Einem andern Wertepaar a^ , ß^^ derselben Art 
entspricht dann ein Kugelpunkt (x^, y^, z^), wo 

(,4) .,-i=^. y.=iä±M), .__|d4 

«1— Pl «1— Pl «1— Pl 

ist. Das Linienelement ds^ ist dann 

Setzen wir nun 

(16) a,=F{a), ß,^F,iß), 

so entspricht jedem Kugelpunkt (a, /5) ein zweiter (a^, /?i). 
Die Kugel ist also auf sich selbst abgebildet, und zwar 
konform, weil die Minimallinien einander zugeordnet sind 
(vgl. § 8, Satz 1). Die Abbildung ist reell, wenn sich a^ 

aus (16) als die zu —^ konjugierte Größe ergibt. 

ßi 
Wir betrachten den speziellen Fall der linearen Sub- 
stitution 

wo a, &, c, d beliebige komplexe Konstanten sind. Die Ab- 
bildung (17) ist also im allgemeinen keine reelle (s. Anmer- 
kung 1). Aus (13) und (15) folgt leicht 

ds =dsi 

d. h. entsprechende Linienelemente sind gleich groß, und 
entsprechende unendlich kleine Dreiecke sind kongruent. 
Daraus folgt, daß auch entsprechende endliche Figuren kon- 
gruent oder symmetrisch sind. Nach dem am Schluß von 
§ 8 Gesagten sieht man leicht, daß die Abbildung eine 
solche in gleichem Sinne ist, d. h. daß entsprechende Figuren 
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kongruent sind. Die Abbildung (17) bewirkt also einfach 
eine Verschiebung der Kugel in sich selbst Es gilt also der 

Satz 1. Eine lineare Substitution, gleichzeitig 
auf die Parameter a und ß angewendet, stellt eine 
Bewegung der Kugel in sich selbst dar (Cayley). 

Bei dieser Bewegung bleiben gewisse Punkte in Ruhe, 
nämlich diejenigen, welche mit ihrem Bilde zusammenfallen. 

Für diese ist a^a^, ß^ßu « ^^^ ß ^^^ ^^^ ^^^^ O-V die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung in x 

cx^ + (d—a)x — h = 0. 

Sind nun A und B die Wurzeln dieser Gleichung, so 
bleiben folgende vier Punkte in Ruhe 



1. 






2. 



a = B 



3. 



a = A 

lß = Ä\ 



4. 



lß = B\ 



Die beiden ersten sind die Endpunkte eines Durch- 
messers; denn bei einer Vertauschung von a und ß ändern 
nach (12) alle drei Koordinaten eines Kugelpunkts ihr Vor- 
zeichen. Die beiden letzten Punkte, für welche a^ß ist, 
liegen nach (12.) auf dem unendlich fernen Kugelkreis. Es 
folgt daraus der, auch in der Kinematik vielgebrauchte 

Satz 2. Jede Bewegung der Kugel in sich ist 
eine Rotation um einen ihrer Durchmesser. 

Daraus folgt: 

Zusatz. Jede Drehung eines festen Körpers um einen 
Punkt ist eine Drehung um eine durch den Punkt gehende 
Achse. 

Anmerkung 1. Soll die Abbildung (17) reell sein, so muß 

nach dem oben Bemerkten ai sich aus (17) als die zu — ^ kon- 
jugierte Größe ergeben. Als Abbildungsformeln findet man leicht 



(18) 



aa-\-b 

ai = — =; j 

— o^a + aQ 



ßi = 



aß + h 



sem, wo a^, 



^Kß + % 

bQ die zu a, b konjugierten Konstanten sind. 

Anmerkung 2. Die Formeln (18) stellen in einfacher Weise 
eine Drehung des Koordinatensystems dar. Man findet in der 
Tat ohne Schwierigkeit mit Hilfe der Gleichungen (12) und (14), 
daß die Koordinaten Xj y, z mit den Koordinaten xi, y\, Zi durch 
die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution mit der Deter- 
minante -{- 1 zusammenhängen. 
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§ 10. FlKchentreue AbMduiig. 

Bei der konformen Abbildung zweier Flächen entsprach 
einem unendlich kleinen Dreieck der einen Fläche ein ähn- 
liches Dreieck der andern. Im allgemeinen werden die 
Flächeninhalte der beiden Dreiecke verschieden groß sein. 
Man kann aber auch die Aufgabe stellen , zwei Flächen so 
aufeinander abzubilden^ daß einem unendlich kleinen Dreieck 
der einen Fläche ein flächengleiches Dreieck der andern 
Fläche entspricht. Eine derartige Abbüdung nennt man eine 
flächentreue. Eine flächentreue Abbildung wird im all- 
gemeinen nicht auch konform sein und umgekehrt; dies ist 
nur der Fall^ wenn die beiden Flächen aufeinander ab- 
wickelbar sind (vgl. § 11). Sind die entsprechenden Flächen- 
demente der beiden Flächen überaU gleich groß, so sind 
offenbar auch entsprechende endliche Flächenstücke gleich 
groß, während bei der konformen Abbildung die Ähnlichkeit 
der unendlich kleinen Teile natürlich nicht auch die Ähn- 
lichkeit endlicher Stücke zur Folge hat. Die flächentreue 
Abbüdung ist für die Kartographie gleichfalls von Bedeutung. 

Sind nun zwei Flächen F und F^ gegeben durch die 
Gleichungen 

(1) x==f(u,v), y = (p{u,v), z^xp{u,v), 

und 

(2) ^1=^1 (W,V), yi = (Pl{^yV), e^ = tpiiu,V), 

80 entspricht jedem Wertepaar u, v ein Punkt P der einen 
und ein Punkt P^ der andern Fläche; die Flächen sind also 
punktweise aufeinander abgebildet. Es ist leicht, das Kri- 
terium dafür anzugeben, daß diese Abbildung flachentreu ist; 
wir haben nur nach § 1, (20) für beide Flächen die Ober- 
flächenelemente zu bilden. Diese sind 

(3) dJ= ^dudv, dJ^ = A^ du dv . 

Die Bedingung der Flächentreue ergibt sich aus dJ= dJ^ 
in der Form 

(4) A = A,. 

Ist nun das Kriterium (4) für zwei gegebene Flächen 
nicht erfüllt, so ist es immer möglich, durch Transformation 
der Parameter (vgl. § 5) auf einer Fläche (oder auch auf 
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beiden) die Gleichungen (1) oder (2) in eioe Form cu bringen^ 
bei der (4) erfüllt ist. Wir führen nämlich za diesem Zweck 
auf einer der Flächen^ etwa F vermittelst der Gleichungen 

(5) u'^0{u,v), t;'=.5F(M,t?) 

neue Parameter m', v' ein. 

Zugleich führen wir auch für JF\ die Parameter u', v' 
ein, indem wir 

(6) w = m', v^v' 

in (2) setzen. Jedem Wertepaar u'y v' entspricht nun ein 
Punkt von F und JF\. Bezeichnet man die Größen, in den 
neuen Parametern geschrieben, durch Striche, so ist 
dJ' = ^'du'dv', dJi^Aidu'dv'. Soll nun die Abbildung 
flächentreu sein, so muß 

(7) A'=Af 

sein. Nun ist aber Ai = \ und nach § 5, (8) 



=.A'(— — — — — "l 

\du dv du dvj' 



wenn dort für w, v, %, v^, P, Q der Reihe nach u', v', 
u, t?, 4>, W gesetzt wird. Aus (7) und den letzten Glei- 
chungen folgt aber 

e^ ö?;_ey ö^^ A, 

du dv du dv \ 

Um also zwei gegebene Flächen F und F^, deren 
Gleichungen (1) und (2) sind, flächentreu aufeinander ab- 
zubilden, hat man zwei Funktionen und W so zu be- 
stimmen, daß sie der Bedingung (8) genügen. Eine der- 
selben, etwa W, kann hierbei noch vollständig willkürlich 
gewählt werden; dann gibt (8) eine lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung für $. Ist auch bestimmt, 
so hat man vermittels der Gleichungen (5) und (6) in (1) 
bezw. (2) die Parameter u' und v' einzuführen, worauf beide 
Flächen flächentreu aufeinander abgebildet sind. Aus dem 
angegebenen Verfahren folgt, daß zwei Flächen auf unendlich 
viele Arten flächentreu aufeinander abgebildet werden können. 

Ist eine der beiden Flächen, etwa -F\, die XF-Ebene, 
und sind x^ und y^ die Koordinaten eines Punktes derselben, 
so ist Xi=Uy yi=v, jßfi = 0, A^^l. 



60 ^« Abschnitt. Untersuchung yon Flächen in Parameterform. 
Hiemach nimmt Gleichung (8) die Form an 

^ du dv du dv ' 

wo A für die Fläche (1) gebildet ist, die auf die Ebene 
flächentreu abgebildet werden soll. 

Sind und W aus (9) bestimmt, so hätte man nach 
dem oben Gesagten, vermöge der Gleichungen (5) 

u'==^ (w, v), v'=^ W(u, v) 

u' und v' an Stelle von u und v als Parameter in die 
Gleichungen der Fläche einzuführen und alsdann nach (6) 

u'-=x^, v' = y^ 

zu setzen. Statt dessen kann man offenbar auch direkt die 
Gleichungen 

(10) x,^0(u,v), y^=.W{u,v) 

als Abbildungsformeln benutzen; denn sie ordnen ja jedem 
Punkte (w, v,) der Fläche (1) einen Punkt {x^j y^ der Ebene 
zu, vermitteln also eine Abbildung und zwar nach (9) eine 
flächentreue. Damit ist also die Aufgabe gelöst, eine beliebige 
Fläche flächentreu auf die Ebene abzubilden. Bildet man 
nun auf diese Weise zwei Flächen, jede für sich, flächen- 
treu auf die XZ-Ebene ab, so sind durch Vermittlung dieser 
Ebene auch die beiden Flächen flächentreu aufeinander be- 
zogen; um also eine flächentreue Abbildung zweier Flächen 
aufeinander herzustellen, genügt es auch, jede derselben 
flächentreu auf die Ebene abzubilden. 

Wir wenden die gefundenen Kesultate anauf dieflächen-' 
treue Abbildung der Botationsf lachen auf die Ebene. 

Bedeutet u den Bogen der Meridiankurve, v den Winkel 
irgend einer Meridianebene gegen die X^-Ebene, so sind die 
Gleichungen der Rotationsfläche nach § 6, (13) 

(11) x^rcoQv, y=rrsinv, 0^f(u), 

wo r eine Funktion von u allein ist und zwischen r(u) und 
f{u) nach § 9, (12) die Eelation r'2 + f2=l besteht Das 
Linienelement lautet nach § 6, (14) ds^ = du^ + r^dv^. Es 
ist also 

(12) iiL = ^i:G—F^ = ±r. 
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Die Bedingung (8) lautet nun 

du öv du cv — 

Auf der rechten Seite können wir unbeschadet der AU- 
gemeinheit das + Wichen wählen; denn ein Zeichenwechsel 
von r entspricht einem Zeichenwechsel einer der Funktionen 
oder W, oder nach (10) einer Umklappung der Ebene um eine 
der ICoordinatenachsen. Eine der Funktionen und W ist 
noch willkürlich; setzen wir z. B. !F=t;, so ergibt sich 
aus (9) 

(14) 0^frdu. 

Die Rotationsfläche (11) wird daher auf die XF-Ebene 
fläclientreu abgebildet durch die Gleichungen 

(15) Xi^frdUy yi=t;. 

Daher gehen die Parallelkreise u = konst. in Parallelen 
mit der F- Achse; die Meridiane t^^konst. in Parallelen 
mit der X-Achse über. Natürlich könnte man in (15) x^ 
und ffi miteinander vertauschen. 

Beispiel. Flächentreue Abbildung der Kugel 
auf die Ebene (vgl. Fig. 23). 

Die geographische Breite (Meridianbogen) sei u, die geo- 
graphische Länge v, dann sind die Gleichungen der Kugel 
vom Radius =» 1 

(16) a; = coswcost;, y = cosw8int;, jSf = sinw. 

Es ist also hier die Funktion r in (11) =cosw. 
Die Gleichungen (15) geben dann mit Vertauschung 
von Xi und y^ 

(17) x^^v, yi = sinw. 

Die Gleichungen (17) zeigen, daß man diese Abbildung 
sehr einfach geometrisch auf folgende Weise erhält. 

Man legt (vgl. Fig. 23) um die Kugel einen Rotations- 
cylinder, der sie längs des Äquators (w = 0) berührt und 
zieht durch jeden Kugelpunkt P eine Gerade, welche die 
Z-Achse senkrecht schneidet; der Schnittpunkt dieser Ge- 
raden mit dem Cylinder sei P^. Wickelt man nun den 
Cylinder in die Ebene ab, so ist P^ das Bild von P. Es 
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ist klar, daß diese Abbildung sich nur für die Teile der 
Kugel eignet, die in der Nähe des Äquators liegen; die 




Fig. 88. 



Flachenteile in der Nahe der Pole werden sehr stark ver- 
zerrt erscheinen, da ja die Parallelkreise bei der Abbildung 
alle gleich lang werden. 



§ 11. Deformation der FlSchen« 

Ein spezieller Fall der konformen Abbildung zweier 
Flächen aufeinander ist diejenige Abbildung, die zugleich 
flächentreu ist; dieselbe wird als Deformation bezeichnet. 
Bei der Deformation sind also zwei entsprechende unendlich 
kleine Dreiecke auf beiden Flächen nicht bloß ähnlich, wie 
bei der konformen Abbildung, sondern auch kongruent; man 
kann daher die Deformation auch als konforme Abbildung 
mit dem konstanten Vergrößerungsverhältnis = 1 bezeichnen. 
Während nun aber zwei beliebige Flächen stets konform 
aufeinander abgebildet werden können, ist dies nicht mehr 
möglich, wenn die Abbildung auch zugleich flächentreu sein 
soll; es müssen nämlich in diesem Falle die beiden Flächen 
gewissen Bedingungen genügen, die wir später (§ 19) ent- 
wickeln werden. Sind diese Bedingungen für zwei Flächen 
F und F^ erfüllt, so sagt man, sie seien ineinander defor- 
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mierbar oder aufeinander abwickelbar. Der letzteren 
Bezeichnung liegt folgende Anschauung zu gründe: Man 
denke sich die Fläche F und entsprechend auch F^ in un- 
endlich kleine, paarweise kongruente Dreiecke geteilt. Legt 
man nun ein Dreieck PQB, von F auf das entsprechende 
^1 Qi^ ^^^ ^1 ^°d dreht dann die an PQR anstoßenden 
I)reiecke von F um die Seiten von FQB, so weit, bis sie 
mit ihren entsprechenden von F^ zusammenfallen usw., so 
sieht man, daß beide Flachen zur Deckung kommen, inein- 
ajider verbogen oder aufeinander abgewickelt sind. Als 
Beispiel mag die Abwicklung des Kegels oder Cylinders in 
eine Ebene dienen. Eine solche Verbiegung ohne Deh- 
nung, d. h. ohne daß Dreiecke gedehnt werden, und ohne 
Faltung, d. h. ohne das auf ein Dreieck der einen Fläche 
zwei oder mehrere der anderen fallen, heißt Deformation 
oder Verbiegung schlechtweg. Bei der Deformation wird 
also nur der unendlich kleine Winkel anstoßender Dreiecke 
geändert. Damit nun eine solche Verbiegung wirklich statt- 
finden kann, muß natürlich die Möglichkeit nachgewiesen 
werden, die Fläche F einer stetigen Reihe von Gestaltsände- 
rungen zu unterwerfen, deren letztes Glied F^ ist. Wir 
künunem uns hier nicht darum, ob dies für jede Fläche 
ausführbar ist, sondern nennen überhaupt zwei Flächen 
dann ineinander deformierbar, wenn sie konform so 
aufeinander bezogen werden können, daß das Ver- 
größerungsverhältnis allenthalben = 1 ist. 

Die Gleichungen der beiden Flächen seien 

(1) x=^f{u,v), y=^(p{u,v)y is=:y}{u,v) 
und 

(2) x^=F{u,v), yi = <j5(M,t;), 0^==W{u,v). 

Jedem Wertepaar u, v entspricht auf jeder der beiden 
Flächen ein Punkt, und wir fragen nun zunächst nach der 
Bedingung dafür, daß die hierdurch bestimmte Abbildung 
konform mit dem Vergrößerungsverhältnis = 1 ist. Sind 

(3) ds^^E du^ + 2 Fdu dv+G dv^ 
und 

(4) ds\ = E^ du^ + 2F^dudv+ G^dv^ 
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die Linienelemente der beiden Flächen^ so muß nach § 8^ (14) 
die Gleichung 

für alle Werte des Verhältnisses duidv bestehen, d. h. es 
muß 

(5) E^E^, F=F^, G = G^ 

sein. 

Ist nun die Fläche JP\ in einer anderen Form (mit 
anderen Parametern) gegeben, etwa 

(6) ^=fi(fhfVi), yi = (Pi{ih,v^), ^i==ViK«^i). 

so muß es^ falls die Fläche auf F abwickelbar ist, 
möglich sein, u^ und v^ als Funktionen von u und t; so zu 
bestimmen, daß die Linienelemente beider Flächen dieselbe 
Form haben. Es gilt also der wichtige 

Satz 1. Zwei Flächen F und F^ sind dann, und 
nur dann, ineinander deformierbar, wenn sich die 
Parameter t^, v^ der einen Fläche (etwa Fi) so als 
Funktionen der Parameter u, v der anderen Fläche 
bestimmen lassen, daß, bei Einführung dieser Funk- 
tionen in den Ausdruck für das Linienelement von 
JPi, dieses Linienelement mit dem von F überein- 
stimmt, oder kurz, wenn die beiden Differcntial- 
formen, welche die Linienelemente von F und F^ 
darstellen, ineinander transformierbar sind. 

Wann diese Funktionen überhaupt bestimmbar sind, 
und wie sie gefunden werden, dies wird, wie schon oben 
bemerkt, erst später untersucht werden. Hier soll noch eine 
andere wichtige Frage erledigt werden, nämlich: welche 
Größen bei einer Verbiegung der Fläche sich nicht 
ändern. Diese werden Biegungsinvarianten genannt 
Geometrisch folgt ohne weiteres aus der Definition der Ver- 
biegung, daß hierbei der Winkel, unter dem sich zwei be- 
liebige Flächenkurven schneiden, und ebenso die Länge 
irgend eines Kurvenbogens auf der Fläche ungeändert 
bleiben. Daher bleibt auch die kürzeste Verbindungslinie 
zweier Flächenpunkte nach der Deformation die kürzeste 
Linie, d. h. die geodätischen Linien bleiben bei der Ver- 
biegung erhalten. Man sieht ebenfalls ein, daß die geodä- 
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tische Krümmung einer Flächenkurve eine Biegungsinvariante 
ist (vgl. Bd. 1, S. 134). Analytisch ist die Bedingung 
für solche Biegungsinvariaaten leicht anzugeben. Da näm- 
lich E, Fy G bei der Verbiegung sich nicht ändern, so sind 
alle Funktionen von JE, F, G und ihren partiellen Ablei- 
tungen bei einer Deformation invariant Gauß hat nun — 
und es ist dies eine seiner schönsten imd fruchtbarsten Ent- 
deckungen — gezeigt, daß sich das Krümmungsmaß k = y>— ü~ 

in einem Flächenpunkte lediglich durch die Größen F, I, G 
und ihre Difierentialquotienten darstellen läßt. Das Krüm- 
mungsmaß ist somit eine Biegungsinvariante, und 
entsprechende Punkte zweier ineinander ^ deformierbaren 
Flächen haben gleiches Krfimmungsmaß; bei der Abwick- 
lung der einen Fläche auf die andere kommen also 
die Kurven konstanten Krümmungsmaßes zur 
Deckung. 

Um den Satz von Gauß zu beweisen, gehen wir 
aus von § 3, (14) 

^ ^ B^R, EG — F^ ' 

Benutzt man § 2, (13 a) und § 1, (21), so läßt sich ohne 
Mühe zeigen, daß 

\^ eu^ Iv^ 2L \6üdv) ) 



(2)2)''— J)'2)A2 



(8) 



m n 



ist. 




m' 
n' 



m 

E 
F 



m 
n 

n' 
F 
G 



ff 



ff 



E 
F 



F 
G 



Nun folgt aus § 1, (21) 



du 
dm 

e 



+ 



V 



dx d^x 



^ öw2 e^2 ^ ^ Qu 6udv'^' 



r=2{ 



e^x V 



dudvj 



+ 



dx d^x 



^J du dudv^ 
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Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt sich 

8^x d^x ^ 



^ 01*2 3^ ~^j^ 

Aus (7) und (8) folgt nun 



/ 8^x\ 
\dudvl 



* 5 m" dm* 



du 



dv 



k = 



(EG — F^) 



2 



(9) 



dm'' 



m' 



du 



dv 



m 



// 



n 



// 



m n 

E F 
F G 



(EG — F^y 



m' 


n' 


m' E 


F 


n' F 


G 



Drückt man hier w, n usw. nach § 1, (21) durch die 
DifFerentialquotienten von E, F, G aus, so ist das Krummungs- 
maß k allein durch die Fundamentalgrößen erster Ordnung 
E, Fy G und ihre partiellen Ableitungen nach u und v dar- 
gestellt. Damit ist bewiesen der 

Satz 2 (von Gauß). Das Krümmungsmaß jedes 
Punktes einer Fläche bleibt bei einer Verbiegung 
der Fläche ungeändert. 

Mit Hilfe der Gleichungen § 1, (22) bringt man (9) 
leicht auf eine der beiden Formen 



(10) 






aus denen sich noch zwei weitere durch Benutzung von § 2, 
Anm. 1 herleiten lassen. 

Es ist nützlich, den Ausdruck für das Krümmungsmaß 
für die verschiedenen Hauptformen, die das Linienelement 
einer Fläche annehmen kann, zu bilden. 

Man erhält leicht 

1) 2^=0, d$^^Edu^ + Gdv^, 

d ( 1 6Vg\ , g / 1 d^\ 



(11) * = 



VegI 



+ 



fEö\^*^\yE ^» / ^'"Kyo- 



dv 
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2) E^G = Xy F^O, ds^^X{du* + dv^), 
(12) Jc^^l-('-lM + '.!M]. 

3) JB-l, ^^=0, ds^^du^ + Gdv^, 
4) E^G^O, ds^-=2Fdudv, 

1 engF 



(14) * = - 



jF öm^v 



Bemerkung. In engem Zusammenhang mit obigen 
Entwicklungen steht das Problem^ alle Flächen zu finden, 
die auf eine gegebene abwickelbar sind. Analytisch drückt 
sich diese Au%abe so aus: gegeben sind die Koeffizienten 
Ey Fy G des Linienelements, verlangt die Darstellung von 
Xy y, in Funktion von u und v. Diese Aufgabe war seiner- 
zeit (1859) Preisfrage der Pariser Akademie, und an ihre 
Lösung haben sich wichtige Arbeiten (Bour, Bonnet, Codazzi) 
angeschlossen. Das Resultat dieser Arbeiten sei hier nur 
historisch angeführt: man gelangt zu einer partiellen Difie- 
rentialgleichung zweiter Ordnung (dieselbe ist in § 20, 
Au%. 50 angegeben), der die Koordinaten x, y, z als Funk- 
tionen von u und v genügen müssen. Das allgemeine Integral 
derselben ist jedoch noch nicht gefunden. 

§ 12. Beispiele für die Deformation. 

1. Die in die Ebene abwickelbaren Flächen. 

Schon in Bd. I, § 10 haben wir auf Grund geometrischer 
Betrachtungen gefunden, daß jede Fläche, welche durch 
die aufeinanderfolgenden Tangenten einer Raumkurve er- 
zeugt wird, in eine Ebene abgewickelt werden kann. Wir 
nehmen diese Frage noch einmal auf, indem wir zeigen, 
daß das Linienelement jeder derartigen Fläche in das der 
Ebene dx^-\-dy'^ transformiert werden kann, womit dann 
auch analytisch nachgewiesen worden ist, daß alle diese 
Flächen in die Ebene abgewickelt werden können. 

Die Koordinaten x-^y y^, z^ eines Punktes Q der Baum- 
kurve mögen als Fimktionen des Bogens v der Kurve ge- 
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geben sein. Ist nun P ein Punkt auf der Tangente im Ab- 
stand u von Q und x, y, z die Koordinaten von P^ so ist 
nach Einl. (4) und Bd. I, § 2, (5) 

(1) x^X,+U-^, y^y^ + u-^, ^-^,+«_. 

Dies sind die Gleichungen der von den Tangenten er- 
zeugten Fläche in Parameterform, v = konst. sind die gerad- 
linigen Erzeugenden, u = gibt die Gleichung der Raum- 
kurve. Aus (1) folgt 

nebst den zwei entsprechenden Gleichungen für dy und de. 
Nach Bd. I, § 2, (5) und Einl. (2) ist 

folglich 

^ dv dv^ ^ 

unter Berücksichtigung dieser beiden Gleichungen erhalt 
man durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen (2) 
für das Linienelement der Fläche 

ds^ = du^ + 2dudv+ l+u^^(^^y]dv\ 

oder 

(3) ds^ = (du + dvY + u»^i^^ydvK 

Wir führen nun u-\-v statt u als Parameter ein, setzen also 

(4) w + 1; = t*i 
und erhalten so 

(5) ds^ = du* + („ _ t;)«^(^)*d«». 

Da jetzt F=0 ist, schneiden die Kurven 1«^ = konst. 
die Kurven t;=» konst., d. h. die geradlinigen Erzeugenden 
orthogonal. Da femer u = die Gleichung der Baumkurve 
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selbst war, so ist jetzt nach (4) v »ti^ die Gleichung derselben. 
Setzen wir noch 

SO wird V eine Funktion von v^, die mit a bezeichnet sei, 
und es folgt 

ds^ = dth +{Ui — af dv\y 

oder mit Weglassung der Indices 

(7) ds2 = dtt« + (m — a)2 dv^. 

Auf diese Form kann also das Linienelement jeder ab- 
wickelbaren Fläche gebracht werden. Dabei ist a eine 
Funktion von v allein; m» a ist die Gleichung der Rückkehr- 
kante^ f;»konst. sind die Erzeugenden der Fläche, u^konst. 
ihre Orthogonaltrajektorien, also nach Bd. I, § 12,^, Satz 1 
die Evolventen der Ramnkurve. Um nun die Überein- 
stimmung mit dem Linienelement der Ebene herzustellen, 
benutzen wir die Minimallinien der Fläche. Aus (7) haben 
wir als ihre Differentialgleichungen 

du + i{u — a)dv = Oj du — i(u — a)dv=^0. 

Für diese Gleichungen ist aber «•"^ bezw. C""*'" ein 
integrierender Faktor und wir können also setzen 

. dx + idy^' e*^ [du + i{u — a) dv] , 

^ dx — idy^e-'*^[du — i{u — a)dv], 

oder integriert 

x + iy=^ue^^ — ijae^^dv, 

X — iy = ue—*^ + ijae—*^dv. 

Durch (9) ist jedem Flächenpunkt (u,v) ein Punkt {x,y) 
der Ebene zugeordnet und umgekehrt. Aus (8) ergibt sieh 
durch Multiplikation 

(10) dx^ + dy^ = du^ + (u — af dv^ . 

Aus (10) folgt, daß das Linienelement der Ebene durch 
die Abbildungsformeln (9) in das der abwickelbaren Fläche 
transformiert wird. Damit ist aber nach § 11, Satz 1 ge- 
zeigt, daß die von den Tangenten der Eaumkurve erzeugte 
Fläche auf die Ebene abwickelbar ist. 
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Trennt man in (9) den reellen und imaginären Teil 
mittelst der Gleichung e^^^ ^^^ cosv + ieiaVy so erhält man 
die Abbildungsgleiohungen in reeller Form 

. ä; =- M cos v-\- ja sin V dv, 

^»usint; — Jacosvdv. 

Man zeigt auch mit Benutzung dieser Formeln leicht^ 
daß durch Einführung von u und v als Parameter das Linien- 
element der Ebene die Form (7) anninmxt. Setzt man in 

(11) t; = konst.^ so erhalt man die Gleichung einer Geraden. 
Die Erzeugenden der Fläche bleiben also bei der Abwicklung 
Greraden. Ebenso laßt sich leicht aus (11) nachweisen^ daß 
diese Geraden von den Kurven u == konst. überall orthogonal 
geschnitten werden, und daß die Kurve u = a die Enveloppe 
der Geraden t; = konst. ist. 

Durch Anwendung der Gaußschen Fonnel § 11, (13) 
auf (7)| oder auch direkt aus dem Gaußschen Satz § 11, 
S. 66 ergibt sich 

Satz 1. Die abwickelbaren Flächen haben in 
allen Punkten das konstante Krümmungsmaß Null. 

Bemerkung. Es ist nicht ohne weiteres auch das Um- 
gekehrte klar, daß jede Fläche mit konstantem Krümmungs- 
maß » Null in die Ebene abwickelbar ist. Zum Beweis 
nehmen wir die Minimallinien zu Parameterkurven und er- 
halten nach § 7, (10) für das Linienelement 

(12) ds^ = 2Fdudv. 

Nach § 11, (14) ist dann 

l e^gF 
F dudv 

Hieraus folgt leicht F= UV, wo U Funktion von u, 
V Funktion von v allein ist. Das Linienelement der Fläche 
hat also die Form 

(13) ds^ = 2Urdudv. 
Setzt man nun 

JU'ßdu^x + iyy fV'}/2dv=^x — iff, 

so geht (13) über in 

(14) ds^ = dx^ + dyK 
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Dies ist aber das Linienelement der Ebene. Wir 
haben also 

Satz 2. Alle Flächen mit dem konstanten Krüm- 
mungsmaß Null sind in die Ebene abwickelbar. 

2. Die Rotationsflächen und Schraubenflächen. 

Bour hat den interessanten Satz entdeckt, daß jede 
Schraubenfläche auf eine Botationsfläche abwickelbar ist, wobei 
die Schraubenlinien mit den Parallelkreisen der Botations- 
fläche sich decken. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir als Gleichungen 
der Botationsfläche (vgl. § 1, (5) 

(15) x = uoosv^ y = u8ixiv, z=^f(u). 

Das Linienelement der Botationsfläche ist dann 
nach § 6, (4) 

(16) ds^ = [1 + f W] du^ + M« dv^ . 

Die Kurven ti = konst. sind hier die Parallelkreise, die 
Kurven i; = konst. die Meridiane mit der Gleichung is=^f(u), 
wo u den Parallelkreisradius bedeutet. 

Die Gleichungen der allgemeinen Schraubenfläche 
(sind nach § 6, (15) 

17) x=^rcosw, y = r8inw, z = q){r) + aw, 

wobei die Kurven r»kon8t. Schraubenlinien, die Kurven 
w = \ionBL die Meridiane sind. Das Linienelement der 
Schraubenfläche ist nach § 6, (18) 

2 



•+'^l'"-+<-+-'h+"-l^i 



(18) Ä.'-^_ . ^.^ 

Statt dem Parameter w führen wir nun vermittelst der 
Gleichung 

(19) dw+ y_^^^ =xdv 

den neuen Parameter v ein, wobei h eine beliebige Kon- 
stante ist. Man erhält so für das Linienelement der 
Schraubenfläche 



(20) ds^ = 






dr^ + x^ {r'^ '\- a^) dv^ . 
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Das Linienelement (16) der Botationsflaehe läßt sich 
nun auch auf die Form (20) bringen^ wenn wir seteen 

«« = x«(r» + a«), 
^ ' ldu\* w'lrV 

[i+r(«)^]P=i+rv^- 

Diese Gleichungen haben folgende Bedeutung: Ist eine 

der beiden Flächen^ z. B. die Schraubenfläche gegeben, also 

<p{r) bekannt, so trage man aus der zweiten Gleichung (21) 

du 
r und -^ als Funktionen von u in die dritte Gleichung ein, 

dann hat man eine Bestimmungsgleichung für f{fi^, aus der /*(««), 
und damit der Meridian der Rotationsfläche sich durch eine 
Quadratur ergibt. Analog verfahrt man, wenn die Rotations- 
fläche gegeben ist. Durch die beiden ersten Gleichungen 
sind die Parameter {Uy v) der Botationsflaehe den Parametern 
(r, v) der Schraubenfläche paarweise zugewiesen, die Flächen 
also punktweise aufeinander bezogen. Dabei entsprechen 
die Parallelkreise M = konst. den Schraubenlinien r = kon8t. 
Die dritte Gleichung bestimmt also zu einer gegebenen 
Schraubenfläche den Meridian der Rotationsfläche durch eine 
Quadratur und umgekehrt Führt man nun mit Hilfe von 
(21) in (16) statt der Parameter (w, v) die Parameter (r, v) 
ein, so geht das Linienelement (16) der Rotationsfläche in 
das Linienelement (20) der Schraubenfläche über. Die 
beiden Flächen sind dsiher nach § 11, Satz 1 aufeinander 
abwickelbar. 

Da die Gleichung des Meridians noch die willkürliche 
Konstante x und außerdem eine Integrationskonstante ent- 
hält, so gibt es zu jeder Schraubenfläche nicht nur eine, 
sondern imendlich viele Rotationsflächen, die auf die Schrauben- 
fläche und mithin auch aufeinander abwickelbar sind, und 
umgekehrt. Wir haben also bewiesen den 

Satz 3 (von Bour). Zu jeder Schraubenfläche 
existiert ein unendliches System von Rotations- 
flächen, die auf dieselbe und aufeinander ab- 
wickelbar sind, und umgekehrt. 

Zusatz. Jede Rotationsfläche, sowie jede Schrauben- 
fläche kann auf unendlich viele Arten so verbogen werden. 
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daß sie stets eine Rotationsflaohe^ bezw. Schraubenfläche 
bleibt. 

Als Beispiel zu diesen allgemeinen Entwicklungen be- 
handeln wir die 

Aufgabe. Die Schraubenflächen zu suchen^ die 
auf das Katenoid abwickelbar sind. 

Das Katenoid ist die Rotationsfläche, welche entsteht, 
wenn man die Kettenlinie um ihre Basis rotieren laßt. Nimmt 
man die Z- Achse als Basis, so hat die Meridiankurve des 
Katenoids die Gleichung 

(22) u^'^(e^ + e~A' 

Durch Auflösung nach £} erhält man die Funktion f(u) 
in (15). Aus (22) folgt 



du 11 ^ - A 

5^=2 r-^ ) 



und hieraus durch eine einfache Bechnung 

du ^ ^ yt*2 — m* • ' ^ ^ u^ — ^2 

Aus der zweiten Gleichung (21) folgt durch Differenzieren 

du x^r 

■ s^ -^— — ^— . 

dr u 

Setzt man diesen Wert und den oben für l+f(uy 
gefundenen in die dritte Gleichung (21) ein, so folgt 

= 1 + 



u^ — m^ r^ + a^ 

Ersetzt man hier noch u durch r mittels der zweiten 
Gleichung (21), so erhält man eine Gleichung für 9?'(r), aus 
der durch Quadratur folgt 

(23) ^H^/'V(^^ + "^) ['-^^^(--^-^ ) + "'=^^^^r + n. 

Damit ist g){r) bestimmt, und die Gleichungen (17) er- 
geben nunmehr die auf das Katenoid abwickelbaren Scliauben- 
flächen. Die Konstanten x, a und C sind hierbei noch völlig 
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willkfirlich. Die Integration in (23) ist ffir den Fall x »« 1 
ausführbar und man erhält zunächst 

(24) ^(r)==f^^!^M^är + C. 

Setzt man zur Abkürzung m^ — a^ = b^, so folgt aus (24) 

a yr^ — b* 

Die Konstante C kann füglich = gesetzt werden , da 
eine Änderung von C nur eine Verschiebung der Schrauben- 
flache parallel mit der Z-Achse bedeutet. Danach sind die 
auf das E^tenoid abwickelbaren Schraubenflächen bestimmt 
durch die Gleichungen 

x = r cos Wf 9 = r sin «?, 

(25) is = b]g[^r^ + a^ + p^ — b^] — asrctg ^^l^t^ + aWy. 

ayr^ — b^ 

wo 

b=^-}/m^ — a^. 

Hier ist die Konstante a, welche die Ganghöhe (2 an) 
bestimmt^ noch willkürlich; es stellen deshalb die Gleichungen 
(25) eine einfach unendliche Schar von Schraubenflächen dar^ 
welche alle auf das durch (22) bestimmte Katenoid ab* 
wickelbar sind. 

Setzen wir in (25) zunächst a^O, so erhalten wir eine 
Schraubenfläche mit der Gtinghöhe Null^ d. h. eine Rotations- 
fläche, und zwar eben das Katenoid, wie man durch Auf- 
losung von (22) nach leicht nachweist. Wächst nun a 
stetig von Null an weiter, so erhalten wir zunächst eine 
Schraubenfläche von sehr kleiner Ganghöhe, wobei die 
Parallelkreise zu Schraubenlinien verbogen werden, deren 
Ganghöhe mit a immer mehr zunimmt. Hat endlich a den 
Wert m erreicht, so sind die Gleichungen der Schraubenfläche 

x==rco8W, y = r&mWy z = aw. 

Dies ist die sogenannte Wendelfläche, die man erhält, 
wenn man von den Punkten einer Schraubenlinie die Lote 
auf die Schraubenachse fallt W^ir haben also nachgewiesen, 
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daß das Katenoid dorch stetige Grestaltsändenmg in die Form 
der Wendelfläche gebracht werden kann. 

Anmerkung 1. Man erh&lt von dieser Deformation eine 
einfache Yorstellung, wenn man untersucht, welche Gestalten der 
Kehlkreis des Katenoids, dessen Gleichung u = m, oder e = ist, 
bei der Deformation nacheinander annimmt. Aus der zweiten 

Gleichung (21) folgt (für u = m, x == 1) r = )/m*^a* = b. Setzt man 
dies in (25) ein, so erhält man als Gleichung der Schraubenlinie, 
in welche der Kehlkreis bei der Yerbiegrung übergeht 

x==5cosic, y = beiafo, z = aw -\- konBt. 

Die Konstante kann wieder gleich Null gesetzt werden, da 
sie die Gestalt der Schraubenlinie nicht be^nflußt. Setzt man 
noch für b seinen Wert ein, so folgt 

(26) X = Vm' — a* cos iv , y = Vm* — a'sintr, z^aio. 

Die Länge eines Umgangs dieser Schraubenlinie ist, wie man 
leicht sieht =^^jim, also von a unabhängig und gleich der Länge 

des Kehlkreises des Katenoids. Wächst a, so wird Vm^ — a', d. h. 
der Radius des Oylinders, auf dem die Schraubenlinie (26) liegt, 
immer kleiner, bis er schließlich für a = m gleich Null wird, d. h. der 
Kehlkreis wird in die Z- Achse ausgestreckt. Um also auf mecha- 
nischem Wege die verschiedenen Deformationsflächen des Kate- 
noids zu erhalten, schneide man dasselbe längs eines Meridians 
auf, fasse die beiden Enden des Kehlkreises und ziehe sie so aus- 
einander, daJ& ihre Verbindungslinie immer parallel der Achse 
des Katenoids bleibt, während der Kehlkreis eine Schraubenlinie 
bildet: das am Kehlkreis hängende Katenoid deformiert sich so 
von selbst in die ^verschiedenen Schraubenflächen. Zieht man die 
beiden Enden immer weiter auseinander, bis schließlich der Kehl- 
kreis in eine gerade Linie ausgestreckt ist, so ist aus dem Kate- 
noid eine Wendelfläche geworden. Damit hat diese Art von De- 
formation aber offenbar ihr Ende erreicht. In der Tat geben die 
Gleichungen (26) für a"^ m imaginäre Kurven. 

Anmerkung 2. Es dürfte nicht ohne Interesse sein, zu be- 
merken, daß die Flächen (25) lauter Minimalflächen sind, für die 
also in allen Punkten die mittlere Krümmung ^ = ist. Den Beweis 
überlassen wir dem Leser. Es sind die- von Scherk 1834 auf 
anderem Wege gefundenen Minimalflächen; dieselben bilden ein 
System assoziierter Minimalflächen (vgl. § 26). 

§ 13. Geodätische Linien, geodätische Koordinaten. 

Lionyillesche Flächen. 

In § 3 wurden die Differentialgleichungen der Asymp- 
totenlinien und Krümmungslinien auf die Parameterform 
übertragen; es ist nun noch die Differentialgleichung der 



76 I* Abschnitt. Untersuchung yon Flächen in Parameterform. 

geodätischen Linien einer Fläche in den Parametern u und v 
auszudrücken. Dieselbe ist nach Bd. I^ § 2b, (3) 

a dx d^x 

b dy d^y =0. 

c dg d^z 



(1) N. 



Um diese Gleichung auf die Parameterform zu über- 
tragen^ verfahren wir wie bei den Krümmungslinien: wir 
multiplizieren N mit der Determinante A, § 2, Gl. (10). 
Unter Berücksichtigung der Gleichungen § 1^ (6) und (21)^ 
§ 2, (3) und (9) und der folgenden 

d^x^P{du^ + 2^dudv + ^4^dv^ + ^^d^u + ^^d^v 

ou^ cucv cv^ du ov 

usw. ergibt sich als Differentialgleichung der geodä- 
tischen Linien 



(2) AN=^ 



Edu+Fdv mdu^+2m'dudv+m''dv^+Ed^u+Fd^v 
Fdu+Gdv ndu^+2n'dudv+n''dv^+Fd^u+0d^ 



= 0. 



Diese Gleichung ist von der zweiten Ordnung und 
hängt nur von den Koeffizienten E, F, G des Linienele- 
ments ab. 

Nimmt man auf der Fläche als die Parameterkurven 
t? = konst. geodätische Linien^ und als die Kurven 
u = konst. ihre Orthogonaltrajektorien^ so erhält das 
Linienelement der Fläche eine bemerkenswerte ein- 
fache Gestalt aU; welche für manche Probleme von 
Nutzen ist. 

Zunächst ist für diesen Fall nach § 1^ Satz 1, S. 8 
JP=0, also 

ds^^Fdu^ + GdvK 

Da femer die Kurven t; = konst. geodätische Linien 
sein sollen, muß die Gleichimg (2) für dv=^0 befriedigt 
sein. Da F=0 ist, ergibt sich als notwendige und hin- 
reichende Bedingung En = 0, oder nach § 1, (21) 

— \J • 

V 

E ist also reine Funktion von u. Bedeutet nun te den 
Bogen der geodätischen Linien i; = konst., von einer 
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bestimmten Oithogonaltrajektorie an gemessen ^ so mnfi 
dsu=duy also nach § 1^ (11) ^=1 sein. Das Linienele- 
ment nimmt also die Form an 

(3) ds^^du^+Gdv^. 

Die hier eingeführten Koordinaten (u, v) nennt man 
aus einem sofort anzugebenden Grunde geodätische Pa- 
rallelkoordinaten oder auch kurz geodätische Koor- 
dinaten. 

Aus dem Gesagten folgt der 

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür^ daß die eine Schar von Parameter- 
kurven (t7 = kon8t.) von geodätischen Linien^ die 
andere (u==konst.) von ihren Orthogonaltrajektorien 
gebildet wird, ist 

Bedeutet insbesondere u den Bogen der geodä- 
tischen Linien, so ist 

Zunächst sei noch der Ausdruck für das Krüm- 
mungsmaß in geodätischen Koordinaten zugefögt. 
Nach § 11, (13) ist 

(4) A; == = ^^ , • 

Aus der Form des Linienelements (3) läßt sich ein 
hübscher Satz über geodätische Linien herleiten. Wir nehmen 
zwei beliebige Orthogonaltrajektorien Uq und u und berechnen 
das Stück Su einer geodätischen Linie v = VQy das zwischen 
den beiden Orthogonaltrajektorien liegt. Da ds^^du ist, 
80 folgt 

s„=jdu = u — Uq. 

«0 

Der Bogen Su ist also ganz unabhängig von dem Para- 
meter Vq, welcher die geodätische Linie bestimmt, also für 
alle geodätischen Linien t; = kon8t. derselbe. Es folgt 
also der 
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Satz 2. Die Bogen aller geodätischen Linien 
t; = kon8t., die zwischen zwei beliebigen ihrer Ortho- 
gonaltrajektorien liegen^ haben dieselbe Länge. 

Man nennt aus diesem Grunde die Orthogonaltrajek- 
torien der geodätischen Linien auch geodätische Paral- 
lelen. 

Der Satz 2 kann auch folgendermaßen formuliert 
werden: 

Zieht man (vgl. Fig. 24) durch die Punkte A^,Ai,Ä2 . . . 
einer beliebigen Flächenkurve F die geodätischen Linien, 
die auf F senkrecht stehen^ und trägt auf diesen von A^, 




U'U 



Fig. 24. 



Äi, -^2 . . . gleiche Stücke u = AqBq = -4^ JB^ = -Ig-Bg = . . . 
ab, so bilden die Endpunkte derselben Bq, B^j JB^ . . . eben- 
falls eine Orthogonaltrajektorie der geodätischen Linien. 
Diese Eigenschaft ist charakteristisch für die geodätischen 
Linien; denn man zeigt ebenso wie oben, daß, wenn in 
einem doppelten Orthogonalsystem (w, v) auf einer Fläche 
die Stücke aller Kurven der einen Schar v = konst. zwischen 
zwei beliebigen Orthogonaltrajektorien gleich lang sind, die 
Kurven v = konst. geodätische Linien sind. 

Der Satz 2 gilt nun offenbar auch dann noch, wenn 
die Kurve u = Uq auf einen Punkt zusammenschrumpft, oder 
wenn die geodätischen Linien t; = konst. alle durch einen 
Punkt P der Fläche gehen. Dies läßt sich auch direkt 
zeigen (vgl. Fig. 25): dabei sei v der Winkel, den eine be- 
liebige geodätische Linie v {PB) mit einer festen geodätischen 
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Linie v = 0{PÄ) durch den Punkt P bildet Die Kurven 
u = kon8t. seien die Orthogonaltrajektorien der geodätischen 
Linien^ und zwar bedeute u den von P aus gemessenen 
Bogen der geodätischen Linien, so daß im Punkt P u = 
ist. Dann zeigt man ebenso wie oben^ daß das Linienele- 
ment die Form hat 

(5) ds^ = du^+OdvK 

Daraus folgt analog wie oben der 

Satz 3. Die Bogen aller durch denselben 
Flächenpunkt P gehenden geodätischen Linien von 
P bis zu einer beliebigen Orthogonaltrajektorie sind 
gleich lang. 




V'V 



v-o 



Die Punkte einer solchen Orthogonaltrajektorie ti=konst. 
haben also von dem Punkt P alle den gleichen geodätischen 
Abstand. Man nennt daher diese Trajektorien auch geo- 
dätische Kreise, und die Parameter {u, v) geodätische 
Polarkoordinaten mit dem Pol P. Man kann diese 
geodätischen Kreise mechanisch dadurch erzeugen, daß man 
in P einen Faden befestigt und denselben straff über die 
Fläche spannt. Bewegt man das freie Ende so auf der 
Fläche, daß der Faden stets gespannt bleibt, so beschreibt 
dasselbe einen geodätischen Kreis, während der Faden nach 
Bd. I, § 25, Satz 3 sich stets in eine geodätische Linie legt. 

Für ein geodätisches Polarkoordinatensystem kann 
man den Wert von G für den Pol u — noch näher charak- 
terisieren. Für das Bogenelement ds^ eines geodätischen 
Kreises ti = konst. erhält man nämlich zunächst allgemein 

ds^=}fQdv. 
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Andererseits ist aber ds^ in der unmittelbaren Um- 
gebung des Punktes P der Bogen eines unendlich kleinen 
Kreissektors mit dem Schenkel u und dem Zentriwinkel dv, 
also ist für diesen Fall^ wenn u sehr klein ist 

ds„ = udv. 

Für unendlich kleine Werte von u ist also ^G = u, 

oder das erste Glied von der Entwicklung von /G nach 
Potenzen von u ist u. Es folgt so 



(6) 



limy^=0, limf^Hl. 

«=o «=o\ c'w / 



Dies sind die Bedingungen^ denen G genügen 
muß, falls die Parameter {u, v) in (5) geodätische 
Polarkoordinaten bedeuten. 

Wir behandeln noch einige Anwendungen der hier ent- 
vnckelten Sätze und Formeln. 

1) Gegeben sei das Linienelement einer Fläche 
in der allgemeinen Form 

ds^ = Edu^ + 2 Fdu dv+G dvK 

Welches ist die Bedingung dafür^ daß die Kurven 
t« = konst. geodätische Parallelen sind und u den 
Bogen der geodätischen Linien bedeutet? 

Die Orthogonaltrajektorien der Kurven du = (geodä- 
tische Linien) haben nach § 1^ (14) die Differentialgleichung 

Fdu+Gdv^O. 

Für diese geodätischen Linien ist also überall 

F 

dv = — j^du; 

für das Linienelement dSg derselben folgt also 

, , EG — F^. _ 
dSg = y^ du^. 

Da aber für diese nach Voraussetzung dSg = du sein soU^ so 
folgt als die gesuchte Bedingung 

EG — F^ ^ 
G ■"^- 



§ 13. Geodätische Linien, geodiüsohe Koordinaten. 81 

2) Auf einer Fläche seien zwei beliebige 
Kurven C^ und C^ gezogen (vgl. Fig. 26), die nicht 
geodätisch parallel sind; die Parameterkurven seien 
die geodätischen Parallelen dieser beiden Kurven, 
und u und v die geodätischen Entfernungen der 




V'Oonst 



Fig. 26. 



Kurven i< = konst., bezw. t; = kon8t. von C^ bezw. Cg. 
Welche Form erhält in diesem Falle das Linien- 
element? 

Nach dem Resultat der ersten Anwendung ist in diesem 
Falle 

EG — F^ , EG — F^ , 

-=1; :;;^ =1 



G 



E 



oder 



E=G; F=iE^ — E. 



Führt man den Winkel co der Parameterkurven ein, so 
ist nach § 1, (18) 

sm^ (o sm^ (o 

Kommerelli Theorie der Raamknrven. II. 6 
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Wir erhalten also für das Linienelement der Flache 

du^ + 2 cos (odudv^ dv^ 



(7) d5«- 



sin^o) 



Wir fahren nun statt der Parameter (u^ v) mittels der 

Gleichungen 

a + t; = 2M|, u — t; = 2vi 

die neuen Parameter u^ und v^ ein und erhalten für das 
Linienelement 

(8) d,2«_^+ ^^' 



sm*— cos* — 



2 2 

Da hier der Koeffizient von dti^dv^ = Q ist^ folgt der 

Satz 4 (von Weingarten). Die Ortskurven aller 
Punkte, für welche die Summe (tii=konst) oder 
Differenz {v^ »konst.) der geodätischen Entfernungen 
von zwei festen Kurven konstant ist, bilden ein 
Orthogonalsystem. 

Schrumpfen die Kurven C^ und C^ zu Punkten zu- 
sammen, so haben wir auf der Fläche Kurven, die den kon- 
fokalen Ellipsen und Hyperbeln der Ebene entsprechen; man 
nennt deshalb auch in dem hier vorliegenden allgemeineD 
Fall die Kurven M^^konst. und Vj^konst. geodätische 
Ellipsen und Hyperbeln. Aus der Ableitung der Re- 
sultate ist auch ersichtlich, daß, wenn das Linienelement 
der Fläche in der Form (8) vorliegt, die Parameterkurven 
geodätische Ellipsen und Hyperbeln sind. Man zeigt leicht, 
daß die geodätischen Ellipsen und Hyperbeln u + 1; = konst. 
und u — t; = kon8t. den Winkel ca (bezw. seinen Nebenwinkel) 
der Parameterkurven w = konst. und t;=«kon8t. halbieren. 
Damit ist die vollständige Analogie dieser Flächenkurven 
mit den konfokalen Kegelschnitten hergestellt. (VgL speziell 
für das EUipsoid Bd. I, § 26.) 

3) Die Liouvilleschen Flächen. 

Liouville hat eine Gattung von Flächen untersucht^ 
für die sich das Linienelement auf die Form 

(9) ds^^[U+V) {du^ + dv^) 

bringen läßt, wo U eine Funktion von u, V eine solche von 
V allein ist. Aus (9) folgt nach § 7, Satz 2, daß die Para- 
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meterkorven isometrische Linien sind. Ferner läßt sich 
zeigen, daß sie auch geodätische Ellipsen und Hyperbeln 
sind. Das Linienelement läßt sich nämlich in der Form 
schreiben 

ao) ,.._ (igjO' . iiVi-y 



(^r (^ 



2 



Führt man nun u^^j'fÜdu und v^^j^dv als Para- 
meter ein, so ist das Linienelement auf die Form (8) ge- 
bracht; womit die Behauptung bewiesen ist. 

Anmerkung. Man zeigt leicht, daß die Flächen zweiten 
Grades und die Botationsflächen Licuvillesche Flächen sind, 
und daß auf ihnen die Krümmungslinien ein System geodätischer 
Ellipsen und Hyperbeln bilden. (Vgl. auch Bd. I, § 26, Satz 3 
und 6.) 

4) Wir beweisen schließlich noch den 

Satz 5. Für die Liouvilleschen Flächen kann 
die Differentialgleichung der geodätischen Linien 
vollständig integriert werden. 

Beweis. Wir nehmen an^ daß das Linienelement auf 
die Form (9) gebracht sei, so daß also 

ist. 

Die DiflPerentialgleichung N=0 der geodätischen Linien 
wird dann nach (2) 

(11) {ü+r){dud^v—dvd^u)+^(du^+dv^){U'dv—r'du)=0. 

Sie läßt sich auch in der Form schreiben 

U'du dv^ (du^ + dv^) + 2 Udu dv (du d^v — dv d^u) 

(du^ + dv^Y 

^ V'dv du^ {du^ + dv^) + 2 Vdu dv {dv d^u — du dH) 

^ {du^ + dv^Y 

oder 

, Udv^ ^ Vdu^ 



du^ + dv^ du^ + dv^ 

Also ist ein erstes Integral der Differentialgleichung (11) 

Udv^ Vdu^ 

^^ du^ + dv^ du^ + dv^ ' 
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WO a eine Integrationskonstante ist. Aus (13) folgt 

' U — a V+a 

Also ist das vollständige Int^ral von (11) 

(15) r.^_r.^»6 

mit den Integrationskonstanten a und h. 

Endlich ist das Bogenelement dsg der geodätischen 
Linien nach (9) und (14) bestimmt durch 

(16) dSg = iU^^ du + fF+a dv, 

also kann die Bogenlänge der geodätischen Linien auf 
Liouvilleschen Flächen ebenfalls durch Quadratur gefunden 
werden. 

§ 14. Differentialgleicliuiig der geodätischen Linien 
in der Gauß sehen Form. Totalkrümmnng eines geo- 
dätischen Dreiecks. 

Gauß hat die Differentialgleichung der geodätischen 
Linien in eine für die Anwendungen besonders geeignete 
Form gebracht, indem er die Winkel, welche sie mit den 
Parameterkurven bilden, als Variable einführte. Wir stellen* 
zunächst diese Winkel für eine beliebige Richtung duidv 
aul Die Winkel dieser Richtung mit den Parameterkurven 
v = kon8t., bezw. w=kon8t. seien &i, bezw. #2 (vgl- Fig« 27) 
derart gemessen, daß 

(1) l?l + 1?2 = C0 

ist, wo OD den Winkel der Parameterkurven bedeutet. Es 
ist nun nach § 1, (14) und (15) 

Edu+Fdv . ^ ^dv 
cos 1/1= = , smi7i = 



^ Fdu+Gdv . ^ Adu 
dsyG ds yG 

Hieraus ergibt sich in der Tat i?i + #2 = ^' 
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Bildet man aus (2) das Differential von tgt!^^^ und tg#2> 
so erhält man durch eine längere Rechnung, die aber keine 
Schwierigkeiten bietet 

A N 

(3) A N 

Dabei haben die Größen p'^ p'\ q, g' die in § 1, (22) 
angegebene Bedeutung. Die Gleichungen (3) gelten für eine 



V'const. 




urconsL 

PIg. 27. 



ganz beliebige Richtung oder Kurve auf der Fläche. Für 
eine geodätische Linie 'insbesondere folgte da für sie 
JV^=0 ist, aus (3) 

(4) d»^ = — ^(adu-\-q:dv), d&, = —^(p'du+p''dv). 

Jede dieser Gleichungen kann in Verbindtmg mit einer 
der Gleichungen (2) als Differentialgleichung der geodätischen 
Linien mit den Hilfsvariabeln #i, bezw. i>2 gelten. In der 
Tat erhält man durch Elimination von t^^ oder t^2 aus (2) 
imd (4) die Differentialgleichung der geodätischen Linien, 
und zwar in einer der beiden Formen 

2 dsd\ 3 = -TT— du^ + 2 -^r— du dv + -r— dv^, 

\ ds / du du du 

2d8d[ i- ]^-^du'^ + 2-r-dudv-\'-^dv^. 

\ ds I dv dv dv 
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Die erste Gleichung (4) lautet, ausführlicher geschrieben 

(6) . \dE ^ dF ^ IdG ^ 

2 ov du 2 du 

Dies ist die von 6au£ gegebene Differential- 
gleichung der geodätischen Linien. Sie nimmt eine be- 
sonders einfache Form an, wenn die Parameterkurven 
ein Orthogonalsystem bilden, also 2^=0 ist. Man er- 
hält dann 

(7) ä^' 'Jl,u-''-fiä.. 

Wir wenden diese Gleichung an zur Berechnung der 
von Gauß eingeführten Totalkrümmung (curvatura integra) 
eines begrenzten Flächenstücks. 

Bildet man sämtliche Punkte eines Flächenstücks J in 
der bekannten Weise auf die Einheitskugel ab, so erfüllen 
ihre Bilder auf derselben ein Flächenstück Jq, das als das 
sphärische Bild des Flächenstücks J zu bezeichnen ist. 
Dasselbe heißt nach Gauß die Totalkrümmung oder cur- 
vatura integra von J. Es ist nicht schwer zu verstehen, 
wie Gauß dazu kam, diesen wichtigen Begriff in die Flächen- 
theorie einzuführen. In Bd. I, § 22, Satz 3 hatte sich ja 
ergeben, daß das Produkt der Hauptkrümmungen in einem 
Punkte einfach das Verhältnis des sphärischen Bildes dJ^ 
eines unendlich kleinen Flächenstücks dJ zu diesem selbst 
ist, und es war damit die Bezeichnung dieses Produkts als 
„Krümmungsmaß^^ begründet worden. Es ist also 

(8) ^ = A = -1-. 

dJ -^-^2 

Aus (8) ergibt sich für die Totalkrümmung Jq eines 
Flächenstücks 

(9) Jo=lßdJ, 

wobei das Doppelintegral über die ganze Fläche von J zu 
führen ist. Je größer k in dem Integrationsgebiet ist, um 
so größer ist Jq. Jq kann daher wirklich als Maß für die 
Totalkrümmung jenes Gebiets gelten. 



S 14. Toialkrümmung eines geoditisohen Dreiecks. . 87 

Der B^riff der Totalkrömmung führt nun zu einem 
von Gauß entdeckten und mit Recht als ^^theorema elegan- 
tissimum^' bezeichneten Satz über die Totalkrünmiung eines 
geodätischen Dreiecks auf der Fläche, d. h. eines Dreiecks, 
dessen Seiten geodätlBche Linien sind. Um diesen Satz ab- 
zuleiten, wählen wir geodä* 
tische Polarkoordinaten mit 
dem Pol in einer Ecke Ä des 
Dreiecks (vgl. Fig. 28), u sei 
wieder die Bogenlänge der 
geodätischen Linien durch Ä, 
V der Winkel derselben gegen 
die Seite AB des Dreiecks. 
Die Dreieckswinkel seien mit 
a, ßy y bezeichnet. Für den 
Punkte ist dann t7=«0, für 
C ist v^^a. Der Winkel, 
unter dem die geodätische 
Linie J?C die Parameter- 
kurven t; = kon8t. schneidet, sei wieder, wie oben, mit t?i 
bezeichnet. Der Wert von i?i in J5 ist dann =»jr — j8, 
in (7=y. Das Linienelement der Fläche lautet nach 
§ 13, (5) 

(10) ds2 _ dw» + (? dt;2 , 

wobei nach § 13, (6) 

(11) liml^=0, Um^==l 

ist. Der Ausdruck für das Ej'ümmungsmaß ist nach § 13, (4) 




Fig. S8. 



(12) 



i= — 



1 6»yG 



Das Oberflächenelement äJ ist nach § 1, (20) 

(13) dJ=iGdudv. 

Endlich folgt für d'^i aus (7) 

dfG 



.(14) 



d^i = — 



du 



dv. 
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Nun ist nach (9)^ (12) und (13) die Totalkrümmung JT^ 
des Dreiecks ABC 

(15) j^^jj-^jMäudv, 

WO das Doppelintegral über die ganze Fläche des Dreiecks 
zu führen ist. AVir integrieren zunächst nach u von A. 
bis zu einem beliebigen Punkt Q auf BC (vgL Fig. 28). 
unter Beachtung von (11) folgt 

oder nach (14) . 

Dieses Integral ist noch längs der geodätischen Linie 
BC von B bis C zu führen. In B ist «; = 0, '&i^n — ß, 
in C ist t? = a, #1 = y. Es ist demnach 

(16) J^ = a + ß+r — 71. 

Diese Formel enthält den 

Satz 1 (von Gauß). Die Totalkrümmung (= Inhalt 
des sphärischen Bildes) eines geodätischen Dreiecks 
ist gleich dem Überschuß seiner Winkelsumme über 
zwei Rechte (= dem Exzeß). 

Aus (9) folgt, daß die Totalkrümmung eines Flächen- 
stücks positiv, negativ oder Null ist, je nachdem das Flächen- 
stück lauter elliptische, hyperbolische oder parabolische Punkte 
enthält. Letzterer Fall tritt nur bei abwickelbaren Flächen 
ein. Demnach ist die Winkelsumme eines geodä- 
tischen Dreiecks 

> 7t auf elliptisch gekrümmten Flächenpartien, 
<^7t „ hyperbolisch „ „ 

= jr „ abwickelbaren Flächen. 

Speziell für die Kugel und die Ebene ergibt sich, daß 
in ebenen Dreiecken die Winkelsumme gleich zwei Rechten, 
im sphärischen Dreieck größer als zwei Rechte ist. 

Für Flächen von konstantem Krümmungsmaß =« c folgt 
aus (9) y. T 

oder nach (16) 

(17) j^ a + ß + y-n 
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Daraus folgt der 

Satz 2. Auf einer Fläche von konstantem Krüm- 
mungsmaß ist der Flacheninhalt eines geodätischen 
Dreiecks dem Überschuß seiner Winkelsumme über 
zwei Rechte proportional. 

Speziell für die Kugel vom Radius = 1 (ä; =- c « 1) folgt 

eine Gleichung, welche die bekannte Beziehung zwischen 
dem Inhalt eines sphärischen Dreiecks und seinem sphärischen 
Exzeß enthält 

§ 15. Mainardisehe (Codazzisehe) Gleichiingen. 

Bonnetscher Satz. 

Die Gaußsche Gleichung § 11, (9) bezw. (10) drückt 

das Krümmungsmaß Jc = -^^ =^ durch E, F, G und 

ihre Differentialquotienten aus und zeigt also, daß die sechs 
Fundamentalgrößen E, F, G; D, D', D" nicht unabhängig 
voneinander sind. Die Gaußsche Gleichung ist aber nicht 
die einzige, welche zwischen diesen sechs Größen besteht; 
vielmehr lassen sich ihr noch zwei andere an die Seite 
stellen, welche von Mainardi (1856) herrühren. Man nennt 
sie wohl auch die Codazzischen Gleichungen. Sie ergeben 
sich am einfachsten durch Differenzieren der Gleichungen 
§ 2, (13). Man erhalt so 

dB' xTf B^x ^^da d^x 



-y.a^^+y 



du ^^ du^dv j^ du Budv^ 

dD' ^ ^ d^x -^da d^x 

dv j^ dudv^ j^ du dudv' 

dB'' ^ d^x yridad^x 

du ^^ dudv^ j^ du dv^ 

Zieht man die zweite dieser Gleichungen von der ersten 
und die dritte von der vierten ab, so erhält man nach § 2, 
(13) und (20) 
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wo die j>, q, usw. die in § 1, (22) definierten Größen sind. 
Dies sind die beiden Gleichungen von MainardL Die 
Gaußsche Gleichung lautet nach § 11, (10), wenn wir alle 
vier Formen anschreiben 



~EG 









1 (dq' dq" 



(3) ^^'' ^" 

Diese drei Gleichungen (1) bis (3) sind zugleich die 
einzigen, welche zwischen den sechs Fundamentalgrößen 
bestehen. Man erhält sie auch, wenn man für das System 
§ 2, (18), (I8a) und (20) die Integrabilitätsbedingungen auf- 
stellt. Man hat hierbei die Identitäten zu benutzen. 

-(-;r— )=-?r-(-^r-| ^iid ebenso für h und c, 

v\dul du\ovl 



d 
dv\du^/ du\dudv 



yy ff yy y }9 ^ 



9 



d fd^xX _ d I e^x \ 



Es ergeben sich so 9 Gleichungen, die sich aber auf 
die drei Gleichungen (1) bis (3) reduzieren lassen. Die- 
selben sind von fundamentaler Bedeutung für die Flächen- 
theorie. Sind nämlich sechs Größen E, F, G; D, D', D" 
als Funktionen von u und v gegeben, die den Gleichungen 
(1) bis (3) genügen, so sind die Systeme § 2, (18), (18a) 
und (20) integrabel und liefern durch Integration a, by c; 
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dx dx dy dy dz Sss , , , . 

-^—y -^T-y -^9 -E-f "^-"^ "5— > ^^ö Schließlich hieraus x, y, z 
du dv du dv du dv ' ^' 

als Funktionen von u und v durch Quadraturen. Bonnet 

hat nun folgenden wichtigen Satz aufgestellt: 

Satz 1 (von Bonnet). Eine Fläche ist bis auf 
ihre Lage im Raum und die Spiegelung an einer 
Ebene vollständig bestimmt^ wenn ihre sechs Funda- 
mentalgrößen so bestimmt sind^ daß sie den Diffe- 
rentialgleichungen (1) bis (3) genügen. 

Wir beweisen den Satz geometrisch: Fürs erste sind 
zwei Flachen F und F^, die dieselben Fundamentalgrößen 
Ey Fy G besitzen nach § 11, Satz 1 aufeinander abwickel- 
bar und daher auch aufeinander konform abgebildet, und 
zwar nach § 8, Schluß entweder in gleichem Sinne oder in 
entgegengesetztem Sinne. Im letzteren Falle nehme man zu F^ 
in Beziehung zu einer beliebigen Ebene (z. B. XF-Ebene) 
das Spi^elbild Fi) Fi besitzt nun oflfenbar auch dieselben 
sechs Fundamentalgrößen wie F und ist auf F abwickelbar, 
aber nunmehr so, daß die konforme Beziehung eine solche in 
gleichem Sinne ist. Jetzt läßt sich aber zeigen, daß F und 
Fi kongruente Flächen sind. Denn sind P und Fi ent- 
sprechende Punkte von F und Fi, so haben nach § 3, (17) 
entsprechende Normalschnitte in P und Fi gleiche Krüm- 
mungen, oder die Schmiegungsparaboloide in den ent- 
sprechenden Punkten sind kongruent. Überzieht man nun 
F und Fi mit dem Netz der Parameterkurven, so stoßen 
in jedem Flächenpunkte vier unendlich kleine Vierecke zu- 
sammen. Legt man eines der von P ausgehenden Vierecke 
auf das entsprechende in Fi, so müssen die drei anderen 
Paare entsprechender Vierecke wegen der Kongruenz der 
Schmiegungsparaboloide zusammenfallen, ohne daß die 
Flächen verbogen werden. Daraus folgt, daß immer 
ein Viereck auf das entsprechende andere fallt, ohne daß 
die Flächen eine Biegung erfahren. Die beiden Flächen F 
und Fi sind also kongruent, womit der Beweis des Satzes 
von Bonnet erledigt ist. 

Der Satz von Bonnet bildet die Grundlage für die 
Lösung der Aufgabe, Flächen von gegebenen Eigen- 
schaften zu finden. Der Gang der Lösung ist folgender. 

Zuerst wähle man ein bestimmtes, für die Aufgabe 
passendes System von Parameterkurven u, v; dies gibt zwei 
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Relationen zwischen den sechs Fundamentalgrößen, eine dritte 
erhält man durch die gegebene Eigenschaft der Fläche. Da 
weiter die drei Gleichungen (1) bis (3) bestehen, so hat man 
sechs Gleichungen zur Bestimmung der sechs Fundamental- 
größen. Durch Integration der Systeme § 2, (18), (I8a) 
imd (20) erhält man schließlich die Koordinaten x, y^ z 
eines Flächenpunktes als Funktionen der Parameter Uy v 
und damit die Fläche. 

Ehe wir eine Anwendung hiervon machen, stellen wir 
die Gleichungen für das Linienelement, für das Krümmung:8- 
maß und die mittlere Erfimmung, sowie die Gleichungen (1) 
bis (3) für einifi^e spezielle Parameterkurven zusammen. Die 
sehr einfachen Beweise überlassen wir dem Leser. 

1) Die Parameterkurven seien die Minimallinien. 

Es ist dann 



(4) 



li- p , K- ^^ ~ F du8v 



^' D' ev du^XFl' D'eu~Sv^\F)' 

2) Die Parameterknrven seien die Krümmungslinien. 
Es ist dann nach § 3, (11), (19) und (20) 

^=,D' = 0, ds^'=Edu^-\-Gdv^, 

nebst den entsprechenden Gleichungen in h und c, y und g. 
Die Mainardischen Gleichungen lauten 

^-U-Ji.^— ^^" ^(^ B"\8G 

^' ev~2\E^G)dv' du~2\E^G)du' 

Die Gaußsche Gleichung endlich 

Su\^ du I dv\fQ dv ) ' ^^EG 

Als erste Anwendung des Vorhergehenden stellen wir uns 
nunmehr die Aufgabe, die sechs Fundamentalgrößen für die 
Flächen konstanter mittlerer Krümmung aufzustellen. 
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£b ist also für diese Flachen 

(9) ^ + ^-A = konst. 

Wir führen als Parameterkurven die Krümmungs- 
linien ein; es ist dann nach (7) 

SB^hdE SB'' hdG 
ev^2 dv' du '^ 2 du' 
oder integriert 

(10) ^»*+^ ^^^- + 1 

^^^ JE 2^E' G 2^G' 

wo U eine Funktion von u allein, V eine solche von v 
allein bedeutet. Durch Addieren folgt nach (6) 

oder, wenn X einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, 

(11) E=^XUy G XV. 

Di^s Linienelement der Fläche lautet also 

ds'^^X{Udu^ — Vdv^). 

Führt man j^Udu und /V — Vdv als neue Parameter 
ein, die der Einfachheit halber wieder mit u und v bezeichnet 
seien, so erhält das Linienelement die Form 

ds^ = X{du^ + dv^), 

wo X natürlich eine andere Funktion bedeutet, als in (11). 

Hieraus folgt nach § 7, Satz 2 

Satz 2. Auf den Flächen konstanter mittlerer 
Krümmung sind die Krümmungslinien isometrisch. 

Durch diese Wahl der Parameter ist also E=G = Xj 
also nach (11) ?7=1, F= — 1. Mit Benutzung von (10) 
lassen sich jetzt alle sechs Fundamentalgrößen folgender- 
maßen durch X Ausdrücken. 

E^X, F=Oy G^X, 

(12) B = ^ + l, D' = 0, D- = ^-l. 
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Geht man mit diesen Werten in (8) ein, so erhalt man 
zur Bestinunung von X die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist nur für 
den speziellen Fall h^O (Minimalflachen) gefunden. Jedes 
partikuläre Integral liefert sechs Fundamentalgrößen, welche 
nach dem Bonnetschen Satz eine Fläche eindeutig be- 
stimmen. Das ganze Problem ist daher auf die Integration 
der Gleichung (13) zurückgeführt 

Als zweite Anwendung behandeln wir die analoge Auf- 
gabe^ die sechs Fundamentalgrößen für die Flächen 
von konstantem negativen Krümmungsmaß aufzu- 
stellen. 

Wir wählen die Asymptotenlinien als Parameter- 
kurven und setzen der Einfachheit halber k= — 1. Es ist 
dann nach § 3, (7) und (14) 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt 

au ^ ^ ' ß^ 

und hieraus^ sowie nach § 1^ (23) 
(15) y = j' = 0. 

Aus (15) und § 1, (22) folgen nun m' = n' = 0, also 

nach § 1, (21) -^r— =» und -ir— = 0. JE ist also reiue Funktion 

'^ ^ 017 du 

von Uf G reine Funktion von v. Wählt man die Parameter 
passendy so kann man JE=G=1 setzen. Bedeutet weiter 
2 CO den Winkel^ den die Asymptotenlinien miteinander 
bilden^ so ergibt sich aus § 1, (18) 2^=cos2ö>, A«sin2co. 
Man hat also 

JE^=»1, i^=cos2ö>, 6r=l, A = sin2a); 
^ ^ D = 0, D' = sin2ö), D" = 0. 
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Die Gaufiache Gleichung (3) lautet 

Aus (17) bestiinmt sich 2a> als Funktion von t^ v, 
worauf die Fundamentalgrößen sich aus (16) ergeben. Das 
ganze Problem der Bestimmung der Flächen von konstantem 
negativen Krümmungsmaß ist also auf die Integration der 
Gleichung (17) zurückgeführt. 

§ 16. Centrafläehen. 

Wie in Bd. 1, § 19 gezeigt wurde, ist das System 
der Krümmungslinien einer Fläche C dadurch ausgezeichnet, 
daß die Flächennormalen längs jeder derselben eine ab- 
wickelbare Fläche bilden. Wir betrachten nun die eine 
Schar der Krümmungslinien und denken uns für jede ein- 
zelne die abwickelbare Fläche mit ihrer B.ückkehrkante kon- 
struiert: der Ort dieser Eückkehrkanten wird wieder eine 
Fläche Ci sein. Auf dieselbe Art wird durch das andere 
System der Krümmuugslinien eine Fläche C^ erzeugt. Ana- 
lytisch bilden C^ und CJj eine einzige Fläche, nämlich den 
geometrischen Ort aller Hauptkrümmungscentra von C 
Man nennt daher diesen Ort die Centrafläche von C, 
dieselbe besteht aus zwei Mänteln C^ und C^. 

Wir wenden unsere bisherigen Ergebnisse auf den ersten 
Mantel C^ an, indem wir auf der Fläche C die Krümmungs- 
linien als Parameterkurven nehmen. 

Entspricht der Hauptkrümmungsrichtung dv = der 
Hanptkrümmungsradius B^, und sind x^, y^, % die Koordi- 
naten des zugehörigen Hauptkrümmungsmittelpunktes, so 
hat man 

(1) Xi = x + R^a, yi = y + Bih, z^^z + R^Cy 

wo a, 6, c, wie gewöhnlich, die Bichtungskosinus der Flächen- 
normalen bedeuten. Läßt man nun u und v sich ändern, 
so beschreibt der Punkt x^y y^, 8^ ^^^ ersten Mantel C^ 
der Centrafläche von C. Da aber w, v die Parameter 
der Krümmungslinien sind, so hat man nach § 3, (11), (19) 
und (20) 

(2) F=Oy D'=0, ds^=^Edu^ + Gdv^; 
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1 D 1 D" 



(3) 



(4) 



Ri E M^ G 

da_ 1 dx db _ 1 dy de 1 da ^ 

eü^~R^'dü' dü^~R^dü' eü^~B^dü'' 

da_ 1 dx d6__ 1 dy de 1 dz 

dv B^dv^ dv Rfdv' dv JB^dv 



Wir haben nun für die durch (1) definierte Fläche die 
EichtuDgskosinus der Normalen und die sechs Fundamental- 
größen aufzustellen. Bezeichnen wir diese Größen mit dem 
Index 1^ so folgt, mit Benutzung von (2) — (4) für die Fun- 
damentalgrößen E^y Jl, G^ nach § 1, (8) und (9) 

und für das Linienelement 

(6) ds\ ^dB\-\-^{B,-B,f dv' , 

wo 

^ du dv 

Weiter ergibt sich nach § 2, (11) für die Richtungs- 
kosinus a^y \, c^ der Flächennormalen durch eine einfache 
Rechnung 

— 1 öä; _ 1 öy _ 1 5^ 

Für die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung 
findet man nach § 2, (13) mit Benutzung von (4) 

^ ' ^ B^ du' ' fE li^ ^^ 

also 

^ H^ du du 
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Für das KrümmungsmaS endlich folgt nach § 3^ (14) 

*, = - ^ '^ 



du 

Ganz analoge Formeln erhält man für C/g. Hiermit 
lassen sich alle auf die Centraflächen bezügUchen Fn^n er- 
ledigen. Wir führen einige Sätze an^ die sich aus den her- 
geleiteten Formeln eigeben. 

1) Aus (6) folgt nach § 13^ Satz 1^ daß die Kurven 
-Ri = konst. geodätische Parallelen^ die Kurven t; = konst. 
geodätische Linien sind, deren Bogenlänge B^ ist: d. h. die 
Rückkehrkanten, welche den Mantel Ci erzeugen, sind geo- 
dätische Linien desselben, was man auch geometrisch leicht 
zeigen kann. Die zugehörigen geodätischen Parallelen sind 
die geometrischen Orter der ersten Krümmungszentren längs 
derjenigen Kurven auf (7, für welche der erste Haupt- 
krümmungsradius konstant ist. 

2) Aus (7) folgt, daß die Normale im Punkte P^ [x^^ y^, 0^) 
auf Ci parallel ist mit der Tangente an die Krümmungs- 
linie dv=^0 im entsprechenden Punkte P{x,y,0) auf (7. 

3) Aus (8) ergibt sich, da D(=«0 ist, nach § 3, Satz 1, 
daß die den Krümmmigslinien von C entsprechenden Linien 
auf Ci ein konjugiertes System bilden. 

§ 17. Die allgemeine Flächenkurve. Differential- 
parameter. 

In Bd. I, § 27 wurden die wichtigsten Elemente der 
allgemeinen Flächenkurve au%estellt und verschiedene Sätze 
daraus abgeleitet. Es zeigte sich, daß diese Elemente sich 
sämtlich durch die vier DiflFerentialformen ds^, i, Jf, N in 
einfacher Weise ausdrücken. Da für die letzteren die Über- 
tragung auf die Parameterform der Flächengleichung schon 
ausgeführt ist [§ 1, (7); § 2, (14a); § 3, (10); § 13, (2)], so 
mag es hier genügen, die in Bd. I, § 27 gefundenen Resul- 
tate noch einmal zusammenzustellen, und zwar zunächst die 
Ausdrücke fär die vier Formen ds^, L, M, N m Parameter- 
form, nämlich 

Kommerell) Theorie der Baamkorven. II. 7 
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(1) 
(2) 

(3) 
(4) JV= 
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ds^ = Edu^ + 2 Fdudv+Gdv^ , 

L = D du^ + 2 D'dudv + D" dv^ , 

Edu + Fdv Ddu + D'dv 
Fdu+Gdv D'du + D''dv 

Edu+Fdv mdu*+2m'dudv+m''dv^+Ed^u+Fd^v 
Fdu + Gdv ndu^ + 2 n'du dv + n'^dv^ + Fdhi + Gd^v 

Es ist weiter (Bd. I, § 27) 
Absolute Krümmung: 



^4 



1^ 

A 



(5) 



1 yj^ + i« da« 



(6) 



r ds^ 

Normale Krümmung: 

cos J? L 



r 



ds^ 



(7) 



(8) 



Geodätische (tangentiale) Krümmung: 

1 sing N 
r r ds^ 

Absolute Torsion: 

1 dH M 

Q ds ds^ 



(9) 



Geodätisch« Torsion: 



ds^ 



Für den Winkel S, den die Schmiegungsebene der 
Flächenkurve mit der Flächennonnale bildet, folgt aus (6) 
und (7) 

In § 14 waren dann noch die Winkel d^ und dg be- 
rechnet, die eine beliebige Richtung duidv mit den Para- 
meterkurven V =« konst. und u = konst. macht. Nach § 14, (2) 
sind dieselben bestimmt durch die Gleichungen 
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^ Edu + Fdv . ^ ^dv 

cos Vi « — — , sin #1 s= 



d5>^ dsiE' 

^^^^ ^ J-du + ffeit; . ^ Adu 

C08t7«= ?= , 8ini79»r -^.. 

Hierbei war stets vorausgesetzt, daß die Bichtong einer 
Flächenkurve gegeben sei durch das Verhältnis der Diffe- 
rentiale du'.dv. Ist nun die Gleichung einer Flächenkurve 

(12) (p(u,v) = a, 

wo a eine Konstante ist, und sollen für diese Form der 
Kurvengleichung die in (5)— (11) definierten Größen gebildet 
werden, so ist es für die unmittelbare Anwendung bequemer, 
die Gleichungen (5) — (11) in einer Form zu haben, die statt 
der Differentiale du, d^u und dv, d^v die partiellen 
Ableitungen von <p enthält Um diese einzufiihren, diffe- 
renzieren wir (12) und erhalten 

(13) ^du+^dv = 

^ ' du cv 

oder d(p 

(14) '^^ ^ 



dv ß 



<P 



du 



Die Gleichung (13) oder (14) ist zugleich die Differential- 
gleichung der Kurvenschar, die durch (12) dargestellt ist, 
wenn dort a einen variablen Parameter bedeutet. Aus (14) 
folgt nun, daß wir setzen können 

(15) du = l^, dv xt^, 

ÖV ou 

WO k einen (natürlich unendlich kleinen) Proportionalitäts- 
faktor bedeutet. Durch Differenzieren von (14) erhält man 
ähnlich auch die zweiten Differentiale durch die Ableitungen 
von (p nach u und v ausgedrückt. 

Es lassen sich nun durch (15) in den Gleichungen (5) 
bis (11) überall die ersten und zweiten Differentiale von u 
und V ersetzen durch die partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung von (p. Die vier Differentialformen ds^, 
L) M, N nehmen hierbei folgende Formen an 

7* 
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(16) 



3f-^U'-^I.,(|2)"-(^i,"-6I.)|2|2 



+ 



iFD'-OI>i^)']. 



Um N übersichtlich darzustellen^ setzen wir zur Ab- 
kürzung 



dann erhält man 



E 



(If)'-- 



dq)d<p 
dv du 



+ G 



m 



i 



EG — F^ 



N= — V^ {EG — F^) {^'cpf* 



(20) 



d 



\ dv 



F 



du) 



Wir deuten den Beweis der Formel (20), der etwas 
verwickelter ist, kurz an. Nach § 14, 2 läßt sich der 
Klammerausdruck in der Form 

-^ {iE cos *i) — ^ {iG cos ^,) 

schreiben. Ersetzt man beim Ausführen der Ableitungen 

nach § 14, (1) -^ durch ^ 3-^ und entnimmt nach 

^ ' ^ ' du du du 

Benutzung von § 14, (2) den Wert für 

du 



(21) 






aus § 14, (3) sowie den Wert für d(o = dd, + ddg und hier- 
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aus-^, 60 ergibt eine kurze Rechnung die Richtigkeit 

von (20). 

Setzt man die gefundenen Werte in die rechten Seiten 
der Gleichungen (5) —(11) ein, so sind die Elemente der 
Flächenkurve in der oben angegebenen Weise dargestellt^ 
wobei sich, wie man leicht sieht) der Proportionalitätsfaktor k 
überall heraushebt. 

In § 5 wurde gezeigt, daß die in den Differentialen 
von u und v gebildeten Großen ds^, L, M, N gegenüber 
einer Transformation der Parameter invariant sind. Es läßt 
sich schließen, daß diese Invarianz auch dann besteht, wenn 
statt dieser Differentiale die Ableitungen von <p eingeführt 
werden. Die Transformationsformeln seien wieder 

(22) u«P(Mi,t;i), v^Q(u^,v^). 

Hierdurch gehe die Funktion (p der Parameter u, v über 
in eine andere Funktion q)^ der neuen Parameter %, %, so* 
daß also identisch die Gleichung besteht 

(23) 9>K«^)«=9>[^K»^i)^ö(wi,^i)] = 9^iK.t'i). 

Es muß nun gezeigt werden, daß vermöge der Trans- 
formationsformeln (22) die rechte Seite jeder der Gleichungen 
(5)— (11), gebildet in den Ableitungen von <p, übergeht in 
denselben Ausdruck, gebildet in den neuen Fundamental- 
größen J^i, I\, G^; Dl, Di, D^( und den Ableitungen von 
q)^ nach % und v^. Der analytische Beweis ist ganz ähnlich 
dem in § 5 geführten, wobei die aus (22) und (23) folgenden 
Relationen zu benutzen sind 

(24) ^ = ^P, + ^<2„ ^ = ^P, + i^(?3. 
^ ' OMi du ov ovi du cv 

Es mag genügen, die Bechnung an dem Beispiel der 
normalen Krümmung durchzuführen. Es ist nach (16) und (17) 

7) (^^iV 2 7)' ^^1 ^^1 -1- TY'l^'fA' 
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Nun ist nach § 5, (6) 



+ 



«(l?«.-l?«.)' 



Aus (24) folgt aber unter Benutzung der in § 5, (7) 
eingeführten Abkürzung ^ = P^ ^^ — Q^ P^ 

(25) ^p,-:^p,-^3, ^(?,-^«.=|^a, 

also ist 



<26) 






Auf ganz dieselbe Weise findet man mit Hilfe von § 5, (10) 

'"' -[-(lf)'--'lflf+z."(||)> 

Durch Division der beiden letzten Gleichungen folgt, 
daß der Ausdruck für die normale Krümmung auch dann 

invariant ist, wenn in demselben tt- und —^ an Stelle von 

. ov du 

du und dv eingeführt sind. 

An die Gleichung (26) lassen sich nun weitere Folge- 
rungen anschließen, durch die wir zu den von Beltrami 
eingeführten Differentialparametern, und zwar zunächst 
zu dem Differentialparameter erster Ordnung kommen. 
Nach § 5, (8) ist nännJich 

(28) ^2 = ^iGi — F\ 
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Setzt man diesen Wert in (26) ein, so folgt 






(29) 



EG—F» 






El Gl — Fl 

Die linke Seite ist aber der oben (19) zur Abkürzung 
mit A'9? bezeichnete Ausdruck; derselbe geht also durch 
die Transformation (22) in den ganz entsprechend in E^ Fi, 6?^ 
und q)i gebildeten über, der mit M<Pi bezeichnet sei, oder 
A'^ ist gegenüber einer Transformation der Para- 
meter invariant. Würde man also in die linke Seite von 
(29) mittels (22) statt w, v die Parameter «1, Vi einführen, 
so erhielte man einen Ausdruck in % Vi [die rechte Seite 
von (29)]; diesen erhält man aber viel einfacher, wenn man 
die linke Seite von (29) für die transformierte Funktion! (pi 
und das transformierte Linienelement bildet: dies ist der 
Inhalt von (29). A'9? heißt nach Beltrami der Diffe- 
rentialparameter erster Ordnung. Beltrami definiert 
als Differentialparameter allgemein eine Funktion von 
der Form 

\ ^ ^ '^ du du du dv dv dv I 

4 h. eine Funktion, gebildet aus den Fundamentalgrößen 
erster Ordnung jE7, F, G und einer Anzahl willkür- 
licher Funktionen 9?, xp, x * * ' von u und v nebst ihren 
partiellen Ableitungen nach u und Vy die gegenüber einer 
Transformation der Parameter u und v invariant ist, 
d. h. durch eine Transformation von der Foim (22) in eine 
Funktion übergeht, die in ganz derselben Weise aus JS^, J?i, Gi ; 
9^19 ViJ Xi ^sw. gebildet ist. 

Außer dem Differentialparameter Af(p sind noch folgende 
zwei von besonderer Wichtigkeit. 

1) Der sogenannte Zwischenparameter, oder ge- 
mischte Parameter zweier Funktionen (p und tp 
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E 



dq) dtp 



(30) V(9'.V) = 



dv dv 



(8(pdxp d\pd<p\ ^^(pSyf 
du dv du dv) du du 



EG—F^ 



2) Der sogenannte Differentialparameter zweiter 
Ordnung 



(31) A> = 



yEG — F^ 



I du 



F 



r 



Bu 



Sv 



\ ^EG— 



+ 



^e^_p6r 



2^2 



dv 



dv 



du 



Der Beweis für die Invarianz von J7(<p,y^) ist dem für 
die Invarianz von von A'^? gegebenen analog; für A''^? wird 
derselbe dadurch geführt^ daß man zunächst die in runden 
Klammem stehenden Ausdrücke transformiert und die ent- 
stehenden Gleichungen partiell nach u und v differenziert. 
Die Ausrechnung im einzelnen übergehen wir. 

Für manche Rechnung ist es zweckmäßig, die Funktion 



d(p 


d<p 


du 


dv 


dtp 


dxp 


du 


dv 



zu benutzen, die, wie man leicht zeigt, ebenfalls ein Diffe- 
rentialparameter ist und sich durch A'9P, A'^^, ^{(pfip) 
folgendermaßen ausdrückt 

(33) & {<p, v;) = y (A» (A» — v (<P, W • 

Aus der Definition der Differentialparameter folgt, daß 
man aus jedem derselben beliebig viele weitere bilden kann, 
wenn man für die Funktionen (p, ip, x ' • ' irgend welche 
Differentialparameter einsetzt, oder, wie man sich auch aus- 
drückt, wenn man die Operationen A', A", V auf irgend 
welche Differentialparameter anwendet. Historisch sei an- 
geführt, daß überhaupt jeder Differentialparameter auf diese 
Weise dargestellt werden kann. 

Die Wichtigkeit der Differentialparameter für die Theorie 
der Flächen beruht nun hauptsächlich auf folgenden 
beiden Eigenschaften 

1) Es lassen sich eine Reihe wichtiger Sätze über Kurven 
und Kurvensysteme auf Flächen in einfacher Weise mittelst 
der Differentialparameter ausdrücken. 
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2) Da die Differentialparaineter nur von den Koeffizienten 
des Linienelements abhängen, sind sie bei einer Deformation 
der Flächen invariant, und es läßt sich mit Hilfe der 
Differentialparameter die Frage erledigen, ob zwei gegebene 
Flächen ineinander deformierbar sind. 

Dies wird den Gegenstand der beiden nächsten Para- 
graphen bilden. 

§ 18. Anwendung der Differentialparameter auf Kurven 

und Kurvensysteme. 

Als erste Anwendung zeigen wir, daß die geodätische 
Krümmung — einer Flächenkurve (p (w, v) = a durch Differen- 
tialparameter darstellbar und daher selbst ein Differential- 
parameter ist. Letzteres geht übrigens schon daraus hervor, 
daß die geodätische Krümmung nur die Koeffizienten des 
Linienelements enthält, und, wie in § 17 bemerkt wurde, 
gegenüber einer Parametertransformation invariant ist. Um 
sie durch die Beltramischen Differentialparameter darzu- 
stellen, berechnen wir zunächst die geodätische Krümmung 

ZT- der Parameterkurven u = const. für den speziellen Fall 

rechtwinkliger Parameterkurven. Das Linienelement hat 
dann die Form 

(1) ds^ = Edu^+adv^ 

und nach § 17, (7) erhalten wir 

Nun ist nach § 17, (19), (30) und (31) für F^O und 

1 

E' ~ " ^(EG 
1 



■La,, 1 ^ l/ö / /^-N 1 öiE 

^G du^ E V V :» r / E du 



Da nun 'fE = ~r= ist, so folgt 

■^ -J— = V i^y iE) = V\U, , 

E du VV W / V ^ ^ y^,^^ 
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Daher ist 

Nunmehr sei für beliebige Parameter u, v die geo- 
dätische Krümmung einer Flächenkurve 9? (w, v)=^a zu be- 
rechnen. Das Linienelement hat also nun die allgemeine 
Form 

(3) ds^=^Edu^ + 2Fdudv + Gdv^. 

Wir führen nun das System der Kurven 9? (t«,t7) = a und 
ihre Orthogonaltrajektorien y)(u,v) = b als Parameterkurven 
ein; die Transformationsformeln sind 

q> (U, v) = Wi, 

Hierdurch erhält das Linienelement die Form 

ds\ = E^ du\ + G^ dv\^ 

Die geodätische Krümmung der Kurven w^^^const ist 
also nach (2) 

(5) __^^-ViK- 



wo die Differentialparameter Ai usw. in den Koeffizienten 
jBi, 6?! gebildet sind. 

Gehen wir nun vermöge der Transformationsformeln (4) 
wieder zu den ursprünglichen Parametern zurück, so geht u^ 
in die Funktion 9? (m, v) über, während gleichzeitig an Stelle 
von uEi und G^ wieder die ursprünglichen Koeffizienten 
uB, jF, G eintreten. Aus der Definition der Differential- 
parameter folgt aber, daß es gleichgültig ist, ob man die 
Differentialparameter in (5) in Beziehung auf das ursprüng- 
liche Linienelement (3) und die ursprüogliche Funktion 9? (tf, v) 
= a oder in Beziehung auf das transformierte Linienelement 
und die transformierte Funktion t^^ =a bildet. Man hat also 
in (5) an Stelle von u^ die Funktion ip zu setzen, während 
die in J/^, F^ und G^ gebildeten Differentialparameter durch 
die in jB, jP, G gebildeten zu ersetzen sind. Es ist also all- 
gemein die geodätische Krümmung jeder Kurve der 
Schar (p{fi,v)=^a ausgedrückt durch 
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^^^ ^ — m~^v'mi' 

Damit ist bewiesen der 

Satz 1. Die geodätische Krümmung jeder 
Fläehenkurve <p(u,v)=^a ist ein Differentialpara- 
meter. 

Bezeichnen wir diesen Differentialparameter mit ii'^^q), 
so folgt aus (6) 

Satz 2. Die Bedingung dafür, daß die Kurven 
(p(u,v) = a ein System von Linien konstanter geodä- 
tischer Krümmung bilden, ist ^"' q)^ F{(p)y wo F((p) 
eine Funktion von q) ist. 

Ferner 

Satz 3. Die Bedingung dafür, daß die Kurven 
(p(u,v)=^a ein System geodätischer Linien bilden, 
istA'> = 0. 

Weitere Anwendungen schließen sich an die Dar- 
stellung des Linienelements durch Differentialparameter. 
Führen wir die Kurven 9?(w, t;) = a und ^(w, v)==& (die 
aber jetzt nicht mehr orthogonal sein sollen) als Parameter- 
kurven ein, so lauten die 'Ransformationsformeln 

(7) % = 9 (w, t;), % =- V^ (w, I?). 
Das transformierte Linienelement sei 

(8) ds\ = E^ du\ + 2 j; du^ dv^ + G^ dv\. 

Aus § 17, (19) und (30) folgt nun 

^'^^^=^=^' ^^(^'"^)=e;^^' ^''""^-e;^^; 

Die Auflösnng dieser Gleichungen nach Ey F^ O^ er- 
^bt unter Benutzung von § 17, (33) 

^' ' *i(«i,«i)^' ' ^i{^,^xY' ' *i (%,«!)='■ 

Geht man mit diesen Werten in (8) ein, und ersetzt 
gleichzeitig nach (7) w^ und v^ durch (p und y;, du^ und dv^ 
durch d(p und dxpy so sind wieder die alten Variabein ein- 
geführt, an Stelle Ai, ^^ usw. treten A', '& usw., und wir 
haben 
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(10) ds« = A^ xp dy «— 2v {<p,xp) dq>dtp + A'<pdip^ 

Aus (10) fließen unmittelbar die Sätze 

Satz 4. Die Bedingung dafür^ daß die Kurven- 
systeme 9?(fi, t;) = a und y){UfV)=b auf der Fläche 
überall sich orthogonal schneiden, ist 

Satz 5. Die Bedingung dafür, daß die Kurven 
<p(UfV)'=a ein System von Minimallinien bilden, ist 

A>==0. 

Wir fragen weiter nach der Bedingung dafür, daß die 
Kurven q)(uyv)=^a ein System von geodätischen Paral- 
lelen bilden. 

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir an, daß 
die Kurven y(w,t;) =6 die Orthogonaltrajektorien der Kurven 
(p{UfV)'=^a seien. Hierdurch erhält nach § 17, (33) das 
Ldnienelement (10) die Form 

(11) ds*=^ + ^. 
^ ' A'9? A'v^ 

Nach der in § 13, Satz 1 aufgestellten Bedingung folgt, 
daß ^^(<p) = F((p) sein muß, wenn die Kurven q) = a ein 
System geodätischer Parallelen sind, und daß A' (97) = 1 sein 
muß, wenn <p den Bogen der zugehörigen geodätischen Linien 
bedeutet. Wir erhalten somit 

Satz 6. Die Bedingung dafür, daß die Kurven 
(p(u,v) = a ein System geodätischer Parallelen bilden, 

Bedeutet insbesondere q? den Bogen der zu- 
gehörigen geodätischen Linien, so ist 

A> = 1. 

Daraus ergibt sich ein Weg zur Auffindung der geo- 
dätischen Linien einer Fläche. Zunächst ist die Differential- 
gleichung A'9?=l, oder ausfuhrlicher geschrieben 

(12) e(^) -2F^^ + G (^y^i:G-F^ 
^ \dv/ ov du \cu/ 
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zu integrieren und dadurch ein System geodätischer Paral- 
lelen zu ermittebi. Bestimmt man nun zu diesen die 
Orthogonaltrajektorien, so sind dies die geodätischen Linieu. 
Diese aber lassen sich ohne weitere Integration finden, 

falls eine Lösung (p{u,v,a) von (12) bekannt ist, und -^ 

die willkürliche Konstante a noch enthält, und zwar nicht 
bloß additiv. Dann läßt sich nämlich zeigen, daß 

(13) -^<p(u,v,ä)^b 

mit den beiden willkürlichen Konstanten a und b die all- 
gemeine Gleichung der geodätischen Linien ist. 
Ziun Beweis haben wir nach Satz (4) nur zu zeigen, daß 



(-'£)-" 



ist. Dies ist in der Tat der Fall. Denn (p genügt der 
Gleichung (12); da aber die rechte Seite von a frei ist, so 

da \dv/ ov du \oul 

Führt man die partielle Differentiation nach a aus, so 

erhält man eben y (93,-7-^1 = 0. Also ist in der Tat die 

Gleichung (13) mit den beiden willkürlichen Konstanten a 
und h das allgemeine Integral der Differentialgleichung der 
geodätischen Linien. 

§ 19. Anwendung der Differentialparameter auf die 

Deformation der Flächen. 

Zum Schluß wenden wir die Differentialparameter auf 
die Verbiegung der Flächen an, insbesondere zur Ent- 
scheidung der in § 11 noch offen gelassenen Frage, in welchem 
Falle zwei gegebene Flächen ineinander deformier- 
bar sind. Zunächst wollen wir die schon in § 17 gemachte 
Bemerkung, daß die Differentialparameter Biegungsinvarianten 
sind, noch eingehender begründen. 

Es seien die Linienelemente zweier Flächen F und i^^, 
die aufeinander abwickelbar sind 
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(1) d8^^Edu^ + 2Fdudv + adv* 

(2) dsl = j^i c&if + 2^1 du^ efoi + G^ dvl. 

Es müssen dann die Linienelemente ineinander trans- 
foimierbar sein^ d.h. es müssen nach § 11, Satz 1 zwei 
voneinander unabhängige Gleichungen von der Form 

(3) C{u,v)^Ci{UiyVi), *(w,v) = i?i(Wi,t;i) 

existieren^ derart, daß durch Auflösung derselben nach einem 
Paar der Parameter, etwa u und v, und durch Einführung 
der gefundenen Werte in (1) das Linienelement (1) in das 
Linienelement (2) übergeht. 

Es möge nun auf der Fläche F eine Anzahl Kurven 
(p(u,v)'=a; \p{UjV)^b; ;^(w,t;)==«c . . . gegeben sein, die 
durch die Gleichungen (3) in die Kurven 9?i (Wi,«^i) = a; 
V^i {^f ^i) = ^? Xi {^9 ^i) = c.., auf der Fläche F^ übergehen. 
@{(p,xp,X'") möge ein Differentialpafameter sein, der die 
Funktionen 9?, ^, ;^ . . . enthalte. Nach der Definition der 
Difierentialparameter ist dann vermöge (3) 

^{^>WyX )= 0i(9^oV^i>;«i . • 0^ 

wobei der Index 1 andeutet, daß der Difierentialparameter O^ 
für das Linienelement ds^ zu bilden ist. Der Wert, den 
der Difierentialparameter im Punkte (w, v) der Fläche F 
annimmt, ist also gleich dem Werte desselben im ent- 
sprechenden Punkte (Wi, v^ der verbogenen Fläche J?\ und 
bleibt daher bei jeder Verbiegung ungeändert. Es folgt also 

Satz 1. Ein Differentialparameter stellt eine 
Eigenschaft von Flächenkurven dar, die sich bei 
einer Verbiegung nicht ändert. 

Es folgen hieraus unter Berücksichtigung der in § 18 
abgeleiteten Resultate die bekannten Sätze, daß die geodä- 
tische Krümmung einer Flächenkurve sich nicht ändert, daß 
die geodätischen Linien erhalten bleiben u. a.; auch läßt 
sich zeigen, daß der Winkel zweier Kurven ein Difierential- 
parameter ist, ferner, daß ein Isothermensystem bei einer 
Verbiegung wieder in ein solches übergeht (s. § 20, Aufg. 41 
und 42). 

Wir können nun mit Hilfe der Difierentialparameter 
entscheiden, ob die Linienelemente zweier gegebenen 
Flächen ineinander transformierbar, die zugehörigen 
Flächen also auf einanderabwickelbar sind odernicht. 
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Za diesem Zweck ist zu zeigen, wie man zwei Glei- 
chungen von der Fonn (3) erhalt^ mittels deren die Linien- 
elemente ineinander überführbar sind, und unter welchen 
Bedingungen dies möglich ist. 

Eine solche Gleichung erhalt man sofort, wenn man 
bedenkt, daß das Krümmungsmaß in entsprechenden Punkten 
zweier aufeinander abwickelbarer Flächen denselben Wert 
hat Bilden wir daher für jede der beiden Flächen nach 
§ 11, (9) oder (10) aus den Koeffizienten des Linienelements 
das Krümmungsmaß k, so erhalten wir durch Gleichsetzen 
der gefundenen Werte 

(4), h{uyv) = \{u^,v^). 

Dies ist die erste Gleichung von der Form (3). Dabei 
schließen wir den Fall aus, daß h und \ in allen Punkten 
denselben konstanten Wert haben; in diesem Falle sind näm- 
lich, wie sich in Abschnitt II, § 27 zeigen wird, die Flächen 
stets aufeinander abwickelbar, und zwar auf unendlich viele 
Arten. Ist Tz nicht konstant, so erhalten wir eine zweite 
Gleichung, wenn wir z. B. setzen 

<5) A'A = Ai'Äi . 

Nun sind drei Fälle möglich 

1) Die Gleichungen (4) und (5) widersprechen sich, 
dann sind die beiden Flächen nicht aufeinander ab- 
wickelbar. 

2) Die beiden Gleichungen sind voneinander unab- 
hängig, ohne sich zu widersprechen; in diesem Falle 
kann durch rein algebraische Operationen entschieden werden, 
ob die Linienelemente durch (4) und (5) ineinander transfor- 
mierbar sind oder nicht, ob also die Flächen aufeinander 
abwickelbar sind oder nicht. 

3) Die Gleichungen (4) und (5) sind voneinander 
abhängig; dies ist der Fall, wenn A'äj reine Funktion 
von ky und AiÄJi dieselbe Funktion von ki ist, also 

(6) ^'k = f{k), Mh^fih). 

Dann genügen die Gleichungen (4) und (5) nicht zur 
Entscheidung der Frage der Deformierbarkeit; in diesem 
Falle nehmen wir zu (4) als zweite Gleichung hinzu 

<7) A"A = ArÄ;i. 
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Bier sind nun wieder dieselben drei Fälle möglich wie 
oben. Im ersten imd zweiten läßt sich die Frage der De* 
formierbarkeit ebenso erledigen^ wie oben; es bleibt also 
nur noch der Fall übrige daß auch (7) von (4) abhängig ist^ 
d. h. daß auch 

(8) ^''h = (p(k), ArÄ;i = 9?(ii) 

ist; dann läßt sich aber zeigen, daß beide Flächen auf 
eine und dieselbe Rotationsfläche, also auch auf- 
einander abwickelbar sind. Bei der Abwicklung auf 
die Rotationsfläche gehen dabei die Kurven konstanten Krüm- 
muDgsmaßes in die Parallelkreise über. 

Aus (6) folgt nämlich nach § 18, Satz 6, daß die 
Kurven konstanten Krümmungsmaßes Ä; = konst. geodätisch 
parallel sind. Wir nehmen daher auf beiden Flächen diese 
Kurven und ihre Ortiiogonaltrajektorien als Parameterkurven. 
Bezeichnen wir der Einfachheit halber auch die neuen Para- 
meter mit u und v, bezw. % und v^ und bedeuten u und % 
die Bogen der zugehörigen geodätischen Linien, so erhalten 
wir nach § 13, Satz 1 für die beiden Linienelemente 

(9) ds^=^du'^ + Gdv^, 

(10) ds\ = du\ + öl dv\y 

wo jetzt die Kurven w = konst. bezw. % = konst. die Kurven 
konstanten Krümmungsmaßes sind. 

Die Bedingungen (4), (6) und (8) lauten nun 

(11) A'w = Aw), Mu^^f{u^), 

wobei die Differentialparameter für (9) und (10) zu bilden 
sind. Dann ist aber nach § 17, (31), wie man leicht nach- 
rechnet, 

A"w = — ^-i— = ^(w) 
du 

und hieraus durch Integration 

ds2 = rf«^2_^e2/^(")^«(7e?i;)2. 
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wo V eine willkürliche Funktion von v ist. Ersetzt man 
jVdv dnrch Vy was einer passenden Wahl des Parameters v 
entspricht; so erhält das Linienelement der ersten Fläche 
die Form . 

und ebenso das der zweiten Fläche 

(13) ds\=^du\ + e^!''^'^^''^dvl 

Die beiden ersten Bedingungen (11) sind nun^ wie man 
sich leicht überzeugt, für die Lmienelemente (12) und (13) 
von selbst erfüllt. Setzt man nun 

(14) w = Wi, v^ + v^-\-a, 

-wo a eine beliebige Konstante ist, so sieht man, daß die 
beiden Linienelemente (12) und (13) ineinander transformiert 
werden, die beiden Flächen also in der Tat aufeinander 
abwickelbar sind. Die Form der Linienelemente zeigt aber 
auch nach § 6, (14), daß beide Flächen auf eine Rotations- 
fläche abwickelbar sind, wobei die Kurven i* = konst., bezw. 
«i==kon8t. mit den Parallelkreisen, die Kurven t7 = konst., 
bezw. t?i = konst. mit den Meridianen der Rotationsfläche 
zur Deckung kommen. 

Bemerkung. Die willkürliche Konstante a in (14) lehrt^ 
daß die beiden Flächen, nachdem sie aufeinander abgewickelt 
sind, noch längs der Kurven u = konst. übereinander weggeschoben 
werden können: dies entspricht der Tatsache, daß jede Botations- 
fläche längs der Parallelkreise in sich verschiebbar ist. Das 
Doppelzeichen von i'i in (14) erklärt sich aus dem Verhalten einer 
Kotationsfläche gegenüber einer Spiegelung an einem beliebigen 
Meridian; durch eine solche kommt sie nämlich mit sich selbst 
zur Deckung. 

Das Resultat ist also, daß mit Hilfe der Differential- 
parameter durch bloße Differentiationen und Elimi- 
nationen die Frage entschieden werden kann, ob 
zwei gegebene Flächen aufeinander abwickelbar sind, 
oder nicht. 

§ 20. Übungsaufgaben zu Abschnitt I. 

Die jeder Aufgabe beigefügten Zahlen verweisen auf die für 
die Lösung in Betracht kommenden Paragraphen. 

1) Die Gleichungen einer Kugel mit geographischer 
Länge und Breite als Parametern aufzustellen und das 
Linienelement zu bilden (1). 

Kommerell, Theorie der Banmkurven. II. 8 
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2) Die Gleichungen der Schraubenröhrenflache aufzu- 
stellen und für sie die sechs Fundamentalgrößen zu bilden 
(1, 2). 

Die Schraubenröhrenflache wird erzeugt durch einen Kreis 
von festem Badius, dessen Mittelpunkt auf einer Schraubenlinie 
fortrückt, während seine Ebene stets normal zu derselben bleibt. 
Man nehme als Parameter die Bogenlänge der Schraubenlinie und 
den Winkel; den ein beliebiger Badius des erzeugenden Kreises 
mit der Hauptnormalen bildet (1, 2). 

3) Gegeben ist die DiflFerentialgleichung 

du . . 

eines Kurvensystems auf der Flä<5he; gesucht ist die DiflFe- 
rentialgleichung der Orthogonaltrajektorien dieser Kurven (1). 

4) Man bestimme die Orthogonaltrajektorien zu den 
Erzeugenden der abwickelbaren Tangentenfläche einer Raum- 
kurve (1, 12, vgl. Bd. I, § 12, Satz 1). 

5) Für welche Flächen stehen die Asymptotenlinien 
allenthalben aufeinander senkrecht? (3). 

6) Mail integriere die DiflFerentialgleichung der Krum- 
mungslinien für die Wendelfläche (3, S. 74 unten). 

7) Ebenso für die Schraubenröhrenflache. Man zeige, 
daß die eine Schar der Krümmungslinien von den erzeugenden 
Kreisen gebildet wird (3). 

8) Man schneide eine Fläche mit allen Ebenen durch 
eine feste Gerade (Z- Achse), und weiter konstruiere man alle 
Tangentenkegel an die Fläche, welche ihre Spitzen in jener 
Geraden haben. Man zeige, daß die Berührungskurven der 
Tangentialkegel mit den Schnittkurven der Ebenen ein Sy- 
stem konjugierter Linien bilden (3). (Geometrisch einfach.) 
(Königs.) 

9) Gesucht sind die Gleichungen deijenigen Mioimal- 
fläche (Ä = 0), deren Krümmungslinien eben sind und die 
sich sphärisch in das § 4, Anm. genannte Orthogonalsystem 
von Ejeisen abbilden. (Ennepersche Minimalfläche.) (3, 4.) 

10) Welches ist die DiflFerentialgleichung der Krümmungs- 
linien in Ebenenkoordinaten? (4). 

11) Die Schraubenröhrenflache auf die Krümmungslinien 
als Parameterkurven zu transformieren (5). 

12) Desgleichen die Kugel auf die Asymptotenlinien (5)» 
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13) Eine beKebige Gerade führt eine Schraubenbewegung 
um die ^-Achse aus. Welches ist die Gleichung der Meridian- 
kurve der entstehenden Schraubenflache? (6). 

14) Man zeige ^ daß auf jeder Schraubenfläche das 
Krümmungsmaß längs einer Schraubenlinie konstant ist (6). 

15) Welches ist die Bedingung dafür, daß das Kurven- 
system q)(u,v) = \ionst. mit seinem Orthogonalsystem ein 
isometrisches System bildet? (7, vgl. auch Aufgabe 42.) 

16) Man zeige, daß die Meridiane und Parallelkreise 
einer Rotationsfläche ein Isothermensystem bilden (7). 

17) Man bestimme eiue konforme Abbildung der Ebene 
auf sich selbst, so daß das Yergrößerungsverhältnis konstant 
ist (Ähnlichkeit, Kongruenz) (8). 

18) Man bestimme eine konforme Abbildung der Ebene 
auf sich selbst, bei der die Parallelen zu den Koordinaten- 
achsen in Geraden durch den Ursprung und Kreise um den 
Ursprung übergehen (8). 

-19) Man bestimme das Vergrößerungsverhaltnis für die 
stereographische Projektion und die Merkatorprojektion als 
Funktion der geographischen Breite (8). 

20) Gesucht ist eine flächentreue Abbildung der Kugel 
auf die Ebene, bei der sich die Parallelkreise als konzentrisdie 
Kreise und die Meridiane als ihre Radien abbilden (10). 

21) Die Kugel flächentreu so auf die Ebene abzubilden, 
daß die Breitenkreise Parallelen zur X-Achse und die" Meri- 
diane Ellipsen werden, die eine Hauptachse mit den End- 
punkten a; = 0, y = ±i gemein haben (10). 

22) Man suche die Botationsflächen, die auf die Kugel 
abwickelbar sind (11, 12). 

23) Gegeben ist eine Fläche mit dem Linienelement 

ds^ = du^ + [{u + avf + &2] dv^. 

Man bestimme die Konstanten a und h so, daß die 
entsprechende Fläche 

a) auf die Wendelfläche, 

b) auf ein Rotationsellipsoid, 

c) auf ein Rotationshyperboloid 
abwickelbar ist (11, 12, auch 19). 

24) Man stelle die Gleichungen der Rotationsfläche 
auf, für die das Stück der Meridiantangente zwischen Berühr- 
punkt und Rotationsachse eine konstante Länge hat. Die 

8* 
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Meridianknrve ist die sogenannte Traktrix (Evolvente der 
Kettenlinie), die zugehörige Rotationsfladie heißt Pseudo- 
Sphäre. (Ygl. Abschn. 11, § 28). Man zeige, daß das Krmn- 
mungsmaß dieser Fläche einen für alle Punkte konstanten 
negativen Wert hat, und daß die Rotationsflächen, die auf 
sie abwickelbar sind, mit ihr identisch sind, daß sich also 
die Fläche auf sich selbst abwickeln läßt (11, 12). 

25) Man drücke das Krünimungsmaß k durch den in 
§ 13, (7) auftretenden Winkel ö> aus (13). 

26) Man wende die allgemeinen Betrachtungen über die 
Liouvilleschen Flächen auf das Ellipsoid und auf die 
Rotationsflächen an, indem man beidemal die Krümmungs- 
linien zu Parameterkurven wählt Man leite die in Bd. I, 
§ 25, (7) und § 26, (15) und (16) aufgestellten Gleichungen 
her (13). 

27) Man integriere für die Kugel die Differentialgleichung 
der geodätischen Linien § 14, (7) und leite aus dem Integral 
die Fundamentalformeln der sphärischen Trigonometrie her (14). 
(8. auch § 29). 

28) Jede Fläche, auf der es zwei Scharen geodätischer 
Linien gibt, die sich allenthalben orthogonal schneiden, ist 
auf die Ebene abwickelbar (11, 13, 14). 

29) Jede Fläche, die vier lineare Scharen geodätischer 
Linien besitzt, d. h. bei der durch vier unabhängige Glei> 
chungen von der Form 

a» u + fr, t? == konst. (i = 1, 2, 3, 4) 

je cx)^ geodätische Linien dargestellt werden, ist eine Fläche 
von konstantem Ejrümmungsmaß (13, 14). (Finsterwalder.) 

30) Die geodätischen Linien des Rotationskegels zu 
bestimmen (13, 14). 

31) ManstelledieGauß-Mainardischen Gleichungen auf 

a) für die Asymptotenlinien als Parameterkurven 
(D = Z)"=0), 

b) für isometrische Parameter {F^O; E^G==i), 

c) für geodätische Parameter (£=1; F=0), (15). 

32) Mtm behandle die erste Anwendung in § 15 ähnlich 
wie dort, aber mit den Minimallinien als Parameterkurven. 
Die entstehende Differentialgleichung wird für den Fall A = 
(Minimalflächen) integrabel (15). 

33) Man suche die Fundamentalgrößen für die Flächen 
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von konstantem Erümmungsmaß mit Krümmungslinien als 
Parameterkurven zu bestimmen (15). 

34) Desgleichen für Flächen, bei denen das Verhältnis 
der Hauptkrümmungsradien konstant ist (15). 

35) Desgleichen für Flächen mit isometrischen Ejrüm- 
mungslinien (15). 

36) Man untersuche die Centrafläche des Ellipsoids (16). 

37) Man bestimme die Centrafläche der Schrauben- 
röhrenfläche und zeige, daß der eine Mantel von der 
Schraubenlinie selbst, der andere von ihrer abwickelbaren 
Polarfläche gebildet wird (16). 

38) Aus einer Fläche erzeuge man eine andere dadurch, 
daß man von jedem Flächenpunkt aus auf der Flächen- 
normale nach derselben Seite ein konstantes Stück abträgt. 
Die Endpunkte bilden eine Fläche, die eine Parallel- 
fläche der ursprünglichen heißt. Man zeige, daß 

a) die Flächennormalen in entsprechenden Punkten der 
beiden Flächen zusammenfallen; 

b) den Krümmungslinien der ersten Fläche die der 
zweiten Fläche entsprechen; 

c) unter den Parallelflächen einer Fläche von kon- 
stantem Krümmungsmaß — eine Fläche von konstanter 
xnittlerer Krümmung 1 isC und daß der Abstand beider 

Flä<5hen = fx ist (16). 

39) Man bestimme die Kurven, welche die Meridiane der 
Kugel unter konstantem Wiakel schneiden (17, vgl. auch 9). 

40) Man bestimme die Elemente der Parameterkurven 
(Krünunung, Torsion etc.) speziell wenn diese Krümmungs- 
linien oder Asymptotenlinien sind (17). 

41) Man drücke den Winkel zweier Kurven 99 (w, v) = konst. 
und y; (w, t;) == konst. durch Diflferentialparameter aus (18). 

42) Man beweise: Die Kurven 9? = konst. bilden mit 
ihren Orthogonaltrajektorien ein Isothermensystem, wenn 

ist. Ist insbesondere A"99 = 0, so ist <p der zugehörige 
thermische Parameter. Die Orthogonalschar ergibt sich 
durch Quadratur (7, 18). 



118 I. Abschnitt. Untersuchung von Flächen in Parameterform. 

43) Sind die Kurven der Schar 9?«konst. auf der 
Fläche zugleich geodätisch parallel und von konstanter geo- 
dätischer Krümmung^ so bilden sie mit ihrer Orthogonal- 
schar ein isometrisches System (18). 

44) Sind umgekehrt die Kurven der Schar 99 — konst. 
zugleich geodätisch parallel und isometrisch^ so ist ihre geo- 
dätische Krümmung konstant (18). 

45) In den beiden letzten Fällen ist die Fläche auf 
eine Rotationsfläche abwickelbar, wobei die Linien konstanter 
geodätischer Krümmung in die Parallelkreise der Botations- 
fläche übergehen (11, 18, 19). 

46) Em doppelt orthogonales System von Kurven kon- 
stanter geodätischer Krümmung ist stets isotherm (18). 

47) Sind in einem Isothermensystem die Kurven der 
einen Schar Kurven konstanter geodätischer Krümmung, so 
sind es auch diejenigen des andern (18). 

48) Der Kadius der geodätischen Krümmung eines 
Parallelkreises auf einer Rotationsfläche ist gleich dem Stück 
der Meridiantangente zwischen dem Berührungspunkt und 
der Drehachse (17, 18). 

49) Man zeige, daß 

ist. Aus dieser Formel folgt, daß auf den Minimalflächen 
die Schnittkurven mit einer Schar paralleler Ebenen einem 
Isothermensystem angehören (18). (Beweis eiofach für iso- 
metrische Parameter.) 

50) Man beweise, daß 

EG — F^ Law» ät^ \ßüdv) \ 

ein Differentialparameter ist. Bezeichnet man ihn mit \^q)y 
so ist zu beweisen, daß ^^^x = {l — A'a:)Ä ist, wo h das 
Krümmungsmaß bedeutet. Durch Integration dieser par- 
tiellen Difierentialgleichimg erhält man x, y, z als Funk- 
tionen von u und t?, wenn das Linienelement der Fläche ge- 
geben ist (18). 

51) Man zeige, daß für die Größen /^, v in § 7, (5) und (6) 
die Gleichur^ gilt 

A"lgy;i^ = A;. (18.) 



II. Abschnitt 

Spezielle Flächen. Strahlensysteme. 



1. TF-Flächen. 

§ 21. Definition der TT-FIächen. Satz Ton 

Weingarten. 

In Bd. I, § 18 hat .eich ergeben, daß in jedem Punkt 
einer Fläche im aUgemeinen zwei Haaptrichtmigen existieren, 
in denen die ebenen Normalschnitte ein Maximum bezw. 
ein Minimmn der Krömmmig aufweisen. Die Krummungs- 
radien 22^ und jßg ^ diese Schnitte sind Funktionen der 
Parameter u, v und zwar fiir eine allgemeine Fläche von- 
einander unabhängige. 

Von besonderem Interesse sind nun diejenigen speziellen 
Flächen^ für welche zwischen JB^ und iJg ®'^® Relation von 
der Form 

(1) F{B„ B,) = 

besteht. Diese Flächen heißen Weingartensche Flächen 
(kurz TT-Flächen) nach Weingarten, der sich zuerst aus- 
fuhrlich mit ihnen oeschäftigt hat. Spezielle TT-Flächen sind 

z. B. die Minimalflächen ( ^ — \-— = o\ oder die Flächen von 

Aus der Gleichung (1) erhält man durch partielle 
Differentiation nach u, v 
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dFdB^ , dFdR, 



und hieraus 



(2) 




= 0, 



= 0. 



Umgekehrt hat das Verschwinden der Determinante (2) eine 
Gleichung von der Form (1) zur Folge, da ja das Ver- 
schwinden der Funktionaldeterminante y gebildet aus den 
Funktionen R^ und B^ von Uy v, die Bedingung dafür ist^ 
daß zwischen Jß^ und üg eine Relation besteht (vgl. Bd. I^ 
Einleitung 11). 

Zur Untersuchung der TF-Flächen liegt es nahe^ als 
Parameter UjV die Parameter der Krümmungslinien zu 
nehmen. Wir setzen daher nach § 3^ Satz 3 

(3) -F=o, jy-o 

und erhalten so für das Linienelement der Fläche 

(4) ds^^Edu^ + GdvK 

Die Hauptkrümmungsradien iZ^ und üj haben nach 
§ 3, (19) die Werte 

Die Gleichungen von Eodrigues [§ 3, (20)] lauten 

da 1 dx da 1 dx 

öw~" Ri du' dv~' B2 dv 

sowie die analogen für b und c, und endlich die Gleichungen 
von Mainardi und Gauß § 15, (7) und (8) 

dD 1(D D^dE djy' 

+ Gl dv 

d l 1 diE\^ Diy ^ ^EG 

Yg ~ "" 



(6) 



(7) 



(8) 



•t? 2 \E 

m 

du) 



du 2 



2\E^ Gl 



Es gilt nun der 



dv 



YEG 



dG 
du' 



Bilt2 



Satz von Weingarten. Die ersten Centramäntel 
Gl (und ebenso die zweiten Cg) aller TF-Flächen, welche 
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durch dieselbe Gleichung (1) definiert sind, sind 
auf ein und dieselbe Rotationsfläche und daher auf- 
einander abwickelbar. 

Damach sind z.B. die ersten Centramäntel aller Minimal- 
flachen auf ein und dieselbe Rotationsfläche abwickelbar. 

Beweis für die Mäntel C^, 

Aus § 16, (6) folgt für das Linienelement des ersten 
Centramantels C^ einer der Tl^-Flächen 

(9) dsl^dRl+G(l — -^^dvK 

Führt man weiter in (7) mit Hilfe von (5) statt D, IT' 
die Radien R^ und i22 ein, so folgt leicht 

aiogy^ _ R, dB, dlogYG ^ R, dB, 

^^ dv R^{R,^R^)ev' du R^{R^—R,)eu' 

und hieraus 



(") Alog 



R^ — R2 du 



Trägt man nun aus (1) Ug als Funktion von R^ in (H) 
ein und integriert, so folgt 



und nach (9) 



dsl = dRl + e ^e^^-^dv^, 



wo (p (v) eine willkürliche Funktion von v allein ist. Führen 

wir statt fe dv einen neuen Parameter ein, den wir der 
Kürze halber wieder mit v bezeichnen, so folgt für das 
Linienelement des ersten Centramantels C. 

f dRj 

Da nun hier üg aus (1) als Funktion von R^ ein- 
zutragen ist, so ist der Koeffizient von dv^ eine reine 
Funktion von R^ und zwar für alle TT-Flächen mit derselben 
Gleichung (1) dieselbe Funktion. Das Linienelement (12) ist 
somit nach § 6, (14) das einer Rotationsfläche. Die Kurven 
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12i = konst. entsprechen den Parallelkreisen^ die Kurven 
t; = kon8t. den Meridianen der Rotationsfläche. Damit ist 
der Satz von Weingarten bewiesen. Der Beweis für die 
Mäntel C2 ist analog. 

§ 22. Das sphärische BUd der TF-FUchen. 

Das Linienelement des sphärischen Bildes einer TT^Fläche 

(1) dsl = JEo du^ + 2Fodudv+ Gq dv^ 

läßt sich auf eine bemerkenswerte Form bringen. Sind 
wieder die Parameterkurven die KrünmiungsUnien^ so folgt 
nach § 4, (6) und § 21, (3), (5) 

Führt man mittels dieser Gleichungen in § 21, (10) 
Eq, Gq statt E, G ein, so folgt 

aiogy:^ 1 en^ aiog/ö^ i eit, 

^^ dv B^ — B^dv' du R^ — B^du' 

Weiter erhält man aus der Gauß sehen Gleichung 
21, (8), für die Bildkugel (B^R^^l) gebüdet, die 
leichung 

welche demnach ausdrückt, daß (1) das Linienelement der 
Kugel mit dem Radius = 1 ist. 

In (3) kann man nun wie in § 21, aus § 21, (1) R^ als 
Funktion von B^ und umgekehrt eintragen und integrieren, 
woraus folgt 

(5) ^„»«'"^V^^^, Go = e''"\^'^-^, Fo = 0, 

WO (p{u), yj{v) willkürliche Funktionen von u bezw. v allein 
sind. Mit Hilfe von (5) erhält das Linienelement (1) der 
sphärischen Abbildung der TF-Fläche die Form 

(6) dsl=e^^''^du^ + e^'^-^dv^. 
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Dabei ist statt e^^**^du und e'^^^^dv wieder du und dv ge- 
setzt^ was durch passende Wahl der Parameter u, v stets 
möglich ist. 

In (6) können noch die Integralzeichen entfernt werden. 
Da nämlich R^ und R^ der Relation § 21, (1) genügen^ so 
können wir iJ, und ii, als Punktionen eines Hilfsparameters w 
auffassen, der seinerseits wieder eine Funktion von Uy v sein 
wird. Wir setzen daher 

Il^ = <p{w), Ri — B2^wq)\w)y 
oder 

n) ^i=9^(^)> B^ = (p{w) — wq)'{w). 

Setzt man diese Werte in § 21, (1) ein, so erhält man 
für die Funktion (p eine DifiFerentialgleichung, wodurch die- 
selbe also bestimmt ist. Aus (6) und (7) folgt nunmehr 
für das Linienelement des sphärischen Bildes einer 
TT-Fläche 

(8) ^'^^■^ + ^^(^- 



Da endlich nach (2) ^E^R^fE^, ^G = R^iG^\&t und 
nach (8) -^Jo«^, G^ 7—, so folgt für das Linien- 
element der TT-Fläche selbst 



(9) ds^ = 



L w . 



dü^-\- 



(p (w) — W q>\w) 



2 



dv'^. 



In den Gleichungen (7) —(9) ist w noch als Funktion 
von Uy V zu bestimmen. Dies kann dadurch geschehen, daß man 

aus (8) JE?A = — r, Gr. = ,, .„ entnimmt und in (4) einsetzt. 
^ ' " w^ (f [wy 

Durch Integration der entstehenden Differentialgleichung 

erhält man w als Funktion von u und v. 

Aus den Gleichungen (7) — (9) folgen die Sätze: 

Satz 1. Wird eine TF-Fläche sphärisch abgebildet, 

so können die Parameter w, v der Krümmungslinien 

so gewählt werden, daß das Linienelement der Kugel 

die Form (8) annimmt, wo w eine Funktion von w, v 

ist. Die Hauptkrümmungsradien ergeben sich aus (7). 

Satz 2. Wenn umgekehrt das Linienelement der 

Kugel vom Radius =^ 1 auf irgend eine Weise auf 
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die Form (8) sich bringen läßt^ so gibt es eine 
TF^Fläche, die, auf die Kugel abgebildet, das System 
Uy V zu Bildern der Krümmungslinien hat. Die 
Hauptkrümmungsradien erhält man aus (7) und aus 

(9) das Linienelement der "FT-Fläche selbst. 

Der Beweis von Satz 2 ist im Vorstehenden enthalten. 

Anmerkung. Kennt man für die W-Fläche das Linien- 
element (8) des sphärischen Bildes, so kann man nun die Fläche 
seihst auf folgende Weise erhalten: Da man für die Bildkugel 
alle sechs Fundamentalgrößen kennt, s. § 4, (10), so erhält man 
durch Integration der Gleichungen § 4, (14) die Kugelkoordinaten 
a, hy c (dort mit X, YJ Z bezeichnet) als Funktionen von u, v 
(vgl. § 15, Satz von Bonnet). Kennt man nun a, 6, c als Funk- 
tionen von u, V, so geben die Formeln § 21, (6) die TT-Fläche 
mittels Quadraturen in der Form 

(10) y = -j(R,^^du + B,^^iv), 

Anwendung auf die Minimalflächen ( JB^ + JKg == 0). 
Aus (7) folgt zur Bestimmung der Funktion (p 

und durch Integration 

abgesehen von einer willkürlichen Konstanten. Aus (7), (8) 
und (9) ergeben sich die Gleichungen 



(11) dsl -(du'' + dv^)y 
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Die Gleichungen (11) enthalten die Sätze 

Satz 3. Die Krümmungslinien einer Minimal- 
flache^ sowie ihre sphärischen Bilder bilden ein 
isometrisches System. 

Satz 4. Die sphärische Abbildung einerMinimal- 
fläche ist dem Urbild konform (vgl. §§ 4 und 8). 

Da man nun auf der Kugel die allgemeinsten Isothermen- 
systemie kennt [§ 1, (27)], d. h. a, 6, c als Funktionen von 
Uy Vy so daß die Kurven u = konst., v = konst. ein Isothermen- 
system bilden, so erhält man alle Minimalflächen durch 
Quadraturen aus (10). 

Es wäre nun nicht schwer, auf diesem Wege wirklich 
die endlichen Gleichungen aller Minimalflächen zu bestimmen 
(vgl. Aufg. 4). Wir ziehen es vor, einen einfacheren und der 
geschichtlichen Entwicklung entsprechenderen Weg zu gehen. 

2. Minimalflächen. 

§ 23. Geschichtlicher Überblick. 

Die Minimalflächen wurden zuerst von Lagrange in 
die Mathematik eingeführt. Er behandelte die Aufgabe, 
durch eine geschlossene Kurve C im Eaume eine Fläche so 
zu legen, daß der von C eingeschlossene Flächenraum S ein 
Minimum wird. Die gesuchte Fläche heißt daher eine 
Minimalfläche. Ist die Flächengleichung in der Form 
gi = f{x^ y) gegeben, so ist der Flächeninhalt 8 bestimmt durch 

S=jjil+p^+^dxdyy 

wo das Integral über die Fläche innerhalb von C zu führen 
ist. Als notwendige Bedingung dafür, daß S ein Minimum 
wird, erhält man mit Hilfe der Variationsrechnung 

(1) {iJ^g2)r — 2pqs + {l+p^)t^0y 

dz d^Z 

wobei ü = -r— , r = -7r—r etc. ist. 
ox öx^ 

Für diese Differentialgleichung hat Meusnier (1776) 
eine sehr einfache geometrische Deutung gegeben. Die 
Gleichung (1) sagt nämlich nach Bd. I, § 22, (13) aus, daß 
für jeden Punkt einer Minimalfläche die Haupt- 
krümmungsradien M^ und jßj durch die Helation 
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(2) B,+B, = 

verbunden sind. Meusnier hat auch die ersten speziellen 
Minimalflachen gefunden^ nämlich das Katenoid und die 
Schraubenregelfläche (Wendelfläche). Das allgemeine Integral 
für die Diflerentialgleichung (1) gab zuerst Monge (1784), 
allerdings in imaginärer Form, die lange unbeachtet blieb. 
Bonnet (1853) löste die Differentialgleichung so, daß nun- 
mehr alle reellen Minimalflächen sich bestimmen ließen. 
Dieser Losung gaben Enneper (1864) und Weierstraß (1866) 
eine Form, die sich für viele Anwendungen als sehr passend 
erwiesen hat. Auch Biemann, Schwarz, Lie u. a. haben 
die Theorie der Minimalflächen sehr gefördert. Zweifellos 
gehören die Minimalflächen zu den schönsten Kapiteln der 
Mathematik: einmal vermitteln sie einen Zusamjnenhang 
zwischen der Flächentheorie und der Funktionentheorie, wie 
sich weiterhin ergeben wird, dann aber spielen sie auch in 
der mathematischen Physik eine Rolle. Stellt man nämlich 
die Sandkurve C aus Draht her und taucht diesen in eine 
zähe Seifenlösung, so nimmt die Flüssigkeitslamelle die Ge- 
stalt einer Minimalfläche an. Nach Plateau kann man auf 
diese Weise die Minimalflächen sehr schön herstellen und 
dadurch zugleich die Eesultate der Analysis prüfen. 

§ 24. Die Formeln- Ton Monge und WeierstraS. 

Wir definieren in der Folge stets eine Minimalfläche 
durch die Gleichung 

(1) A =1+1=0. 

Monge hat erkannt, daß die Differentialgleichung der 
Minimalflächen besonders einfach wird, wenn man als Para- 
meterkurven die Minimallinien (§ 7) der Fläche wählt. 
Man hat also E=Q = und für das Linienelement der 
Fläche 

(2) ds^ ^ 2 Fdu dv. 

Wegen (1) folgt aus § 3, (15) D' = und man erhält 
nun aus der mittleren Gleichung § 2, (20) als Differential- 
gleichungen der Minimalflächen 
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(3) /!f=o,/^=o,/!^=o. 

^ ' ouov ouov duov 

Diese lassen sich aber sofort integrieren in der Form 

(4) x=U^ + ri, y=U, + r^, e^^Us + Vs, 

wo Ui, U^, Us Funktionen nur von u, V^, V^, Fg Funk- 
tionen nur von v bedeuten. Wegen JE=G = müssen diese 
willkörlichen Funktionen den Gleichungen 

(5) üi' +u^+ üf = 0, Fl'' + Fl* +rt=o 

n -rj 

genügen, wo zur Abkürzung ÜJ^-j-^ etc. gesetzt ist. 

Die Formeln (4) und (5) sind die von Monge ge- 
gebenen und bestimmen die allgemeinste Minimalfläche. 

Sie gestatten eine hübsche geometrische Deutung [eine 
andere geometrische Deutung ist in Aufgabe (6) enthalten], 
die uns sofort die Formeln von Weierstraß geben wird. 
Wir setzen nämlich 

(6) fi = 2üi, nx-^ü,, ti = 2D3, 

(7) f2 = 2F2, ^2 = 2F2, C2 = 2F3, 

und definieren durch (6) und (7) zwei Raumkurven /\ und 
r^, die wegen (5) und Bd. I, § 13, (16) Minimalkurven 
sind. Aus (4) folgt nun mit (6) und (7) für die Minimalfläche 

(8) ^ = i(fi + f2). y-\{rii+V2). ^ = i(fi + C2). 

Die Minimalfläche (4) ist daher der Ort der 
Mitten aller Sehnen, welche einen beliebigen Punkt 
von/\ miteinem beliebigen Punkt von F^ verbinden. 

Die beiden Minimalkurven 7\, und jTg und zwar die 
allgemeinsten, haben nun aber nach Bd. I, § 13, (18) zu 
Gleichungen 

k = /(l - ^') F(u) du, e, = /(l - v^) 0{v) dv, 

(9) rj^==iJ(l+u^)F{u)du, 1^2 = — i/(l +t;2) *(t7)dt?,*) 
Ci = 2ju F{u) du, f 2 == 2/v (v) dv, 

wo F{u) und 0{v) willkürliche Funktionen von u bezw. v sind. 

.*) Es wurde hier statt -{-i — i gesetzt, was offenbar gestattet 
ist. Es ergibt sich so die Bedingung für reelle MinimaJflächen 
besonders einfach. 
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Aus (8) und (9) erhält man nun die Formeln von 
Weierstraß für die allgemeinste Minimalfläche 

X = |/'(1 — -^2) F(u) du + 1 /(l —v^) ^(v) dv, 
(10) y = |-/(1 + u^) F{u) du - ^|(1 + v^) 0{v) dv, 



z 



= u F{u) du+lv 0{v) dv. 



Aus der Form der Gleichungen (10) ergibt sich auch 
unmittelbar die Bedingung dafür, daß die Minimal- 
fläche (10) reell seL Da nämlich nach § 7 die Parameter 
u, V der Minimallinien der Fläche konjugiert imaginäre 
Größen sind, so müssen auch F{u) und ^(v) konjugiert 
imaginäre Größen sein; denn nur so hebt sich in (10) aUes 
Imaginäre heraus. Die Funktion ^ muß daher für eine 
reelle Fläche aus F durch Vertauschung von i mit — i 
hervorgehen, oder F und ^ müssen für eine reelle 
Fläche konjugierte Funktionen sein. 

In diesem Falle schreibt man die Gleichungen von 
Weierstraß oft in der Form 

(11) j^ = 3i/i (1 4- m2) f{u) du , 

z^'SiJ2uF{u)du. 

Diese Gleichungen sind so zu verstehen^ daß nach der 
Integration für u eine komplexe Größe % + ^^i zu setzen 
und für x, y, z immer nur der reelle Teil (9t) der resul- 
tierenden Funktion zu nehmen ist. Die Koordinaten Xj y,0 
der reellen Minimalfläche sind dann also als Funk- 
tionen der beiden reellen Parameter %, v^ dargestellt. 
In der Formel (11) entspricht jeder Funktion F(u) der 
komplexen Variabein u eine Minimalfläche. Damit ist ein 
interessanter Zusammenhang zwischen den Funktionen einer 
komplexen Variabeln und den Minimalflächen hergestellt 
(vgl. § 23, Schluß). 

Anmerkung 1. In den Formeln (11) können die Integral- 
zeichen dadurch entfernt werden , daß man für die willkürliche 
Funktion F(u) den dritten Differentialquotienten einer anderen 
willkürlichen Funktion setzte also 

F{u)=r'iu). 
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Aus (11) folgt dann durch Integration nach Teilen 

x = m{(l-u^)r{u) + 2ur(u)-2f(u)}, 

(12) y = ^ {i (1 + ti«) r(u) — 2iu r(u) + 2t /•(«)} , 
z = 'Si{2uf''(u) — 2f'(u)}. 

Nimmt man in (12) für f{u) eine algebraische Funktion, 
so ist die Minimalfläche selbst algebraisch. Umgekehrt hat 
Weierstraß gezeigt, daß jeder algebraischen Minimal- 
fläche eine algebraische Funktion f(u) entspricht. 

Aus den Gleichungen (10) ergeben sich die Funda- 
mentalgrößen erster und zweiter Ordnung und damit 
die wichtigsten Flächenkurven auf den Minimal- 
flächen. 

Nach § 1, (8) erhält man so aus (10) für die Fun da- 
mentalgrößen erster Ordnung 

(13) E=0, F=i{l+uvyF(u)^(v), G = 
und somit für das Linienelement der Fläche 

(14) ds^ = (1 + wv)2 F{u) 0{v) du dv . 

Bildet man weiter die Gleichungen § 2, (11) mit Hilfe 
von (10), so erhält man durch Auflösen für die Rich- 
tungskosinus a, 6, c der Flächennormalen oder die 
Koordinaten des sphärischen Bildes der Fläche 

,^^. u + v i i(v — u) UV — 1 

^ ^ l+uv 1+uv 1 + uv 

imd für das Linienelement dsQ des sphärischen Bildes 

(16) dsl^da^ + di^ + dc^^±^^- 

Weiter folgt nach § 2, (13) für die Fundamental- 
größen zweiter Ordnung 

(17) D^ — F(u), D' = 0, D'' 0(v). 

Nach § 3, (6) erhält man so als Differentialglei- 
chung der Asymptotenlinien 

(18) F(u) du^ + 0{v) dv^ = 

und als Differentialgleichung der Krümmungslinien 
nach § 3, (10) 

(19) F(u) du^ — 0{v) dv^ = 0. 

Kommerelli Theorie der Raumkurven. II. 9 
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Endlich geben die Gleichungen § 3, (15), (14) für die 
mittlere Krümmung, wie es sein muß 

und für das Krümmungsmaß 

1 4 



Es ist also 

(21) R, = -B, = ^^^^±f^yF{u)0{v). 

Bemerkung 2. Ein Vergleich von (16) mit § 7, (16) lehrt, 
daß die Parameter u, v auch für die Bildkugel die Parameter 
der Minimallinien sind, d. h. den Minimallinien der Fläche ent- 
Sjprechen die Minimallinien der Bildkugel, es ist daher das sphä- 
rische Bild einer Minimalfläche dem Urhild konform 
(vgl. § 22, Satz 4). übrigens folgt dies auch unmittelbar aus 
(14), (16) und (20), da sich so 

(22) d«J = - ft ds^ 

ergibt. Aus (18) und (19) folgt weiter der 

Satz. Auf jeder Minimalfläche erhält man die 
Asymptoten- und Krümmungslinien durch Quadra- 
turen. 

§ 25. Spezielle Minimalflächen« 

Wir behandeln die 

Aufgabe 1. Alle Minimalflächen zu bestimmen, 
die auf Rotationsflächen abwickelbar sind. 

Die Aufgabe ist also, die Funktion F{u) und die kon- 
jugierte 0(v) so zu bestimmen, daß die Formeln § 24, (10) 
eine auf eine Rotationsfläche abwickelbare Fläche darstellen. 
Zu diesem Zwecke beachten wir, daß jede Rotationsfläche 
längs der Parallelkreise in sich verschiebbar ist und daher 
jede Fläche, die auf eine solche abwickelbar ist, längs der 
Kurven C, die den Parallelkreisen entsprechen, ebenfalls in 
sich verschoben werden kann. Es seien nun P(u,v) und 
P'(«*',t;') zwei Punkte einer solchen Kurve C> so muß nach 
§ 11 das Linienelement und das Krümmungsmaß in P gleich 
dem Linienelement bezw. Krümmungsmaß in P' sein; wir 
haben daher nach § 24, (14) und (20) 
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(1) {l+uvYF{u)0{v)dudv = {l+u'vyF(u')0{v')du'dv', 

(2) (1 + uvY F{u) 0{v) = (1 + w' vO* F(u') 0{v') 
und durch Division von (1) und (2) 

Adudv 4tdu^dv^ 



(3) 



(1 + uv)^ (1+u'vy 



Hieraus folgt nach § 24^ (16)^ daß das sphärische Bild 
von P mit dem von P' symmetrisch oder kongruent ist. 
Symmetrie ist aber ausgeschlossen^ da sonst das sphärische 
Bild von P durch stetige Bewegung nicht in das von P' 
übergeführt werden könnte. Die beiden Kugelbilder sind 
demnach kongruent und können daher durch Drehung um 
eine bestimmte Achse zur Deckung gebracht werden. Wir 
orientieren nun die Minimalfläche zur Bildkugel so, daß jene 
Drehachse die ^Achse wird. Die Normale in P muß also 
gegen die Z-Achse dieselbe Neigung haben wie die in P'. 
Es ist also c = c' und daher nach § 24, (15) 

(4) uv = u'v\ 

Aus (2) und (4) folgt, daß die Funktion F(u) • (v) 
ihren Wert nicht ändern darf, wenn u^v konstant bleibt, 
d. h. F{u)'0{v) ist reine Funktion von u^v; bezeichnen 
wir diese mit cp, so .erhalten wir die Funktionalgleichung 

(5) F{u) • 0{v) = (p(u • v). 

Nimmt man hier beiderseits den Logarithmus und diffe- 
renziert partiell zuerst nach u und dann nach v, so folgt 

(a\ uF\u) ^ v0\v) 

^ ^ F{u) 0{v) 

Da in (6) die linke Seite nur von w, die rechte nur 
von V abhängt, so sind die beiden Seiten gleich einer Kon- 
stanten m. Es ist also u F\u) :F(u) = v0^ (v) :0(v) = tw, 
oder integriert 

(7) F(u) = Avry {v) = Bv\ 

wobei Ä und B Integrationskonstanten sind. Für eine reelle 
Fläche mu& V za u konjugiert imaginär sein und ebenso 
die zu jF konjugierte Funktion, (vgl. § 24); m ist daher eine 
reelle, B die zu Ä konjugierte Konstante. 
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Es folgt 80 der 

Satz 1. Die allgemeinste auf eine ßotations- 
fläche abwickelbare Älinimalfläche erhält man^ wenn 
in den Formeln von Weierstraß, § 24, (11), für F{u) 
die Funktion 

F{u) = AuT" 

gesetzt wird, wobei m eine reelle, A eine komplexe 
Konstante bedeutet. 

Bemerkung. Die Kurven C, die den Parallelkreisen der 
Rotationsfläche entsprechen, waren die Kurven uv = konst. Man 

zeigt leicht, daß die Kurven — = konst. der Minimalfläche den 

Meridianen entsprechen. 

Wir behandeln weiter die 

Aufgabe 2. Alle Schraubenflächen, die zugleich 
Minimalflächen sind, zu finden. 

Da nach § 12, Satz 3 die Schraubenflächen auf Rota- 
tionsflächen abwickelbar sind, so sind die Minimalschrauben- 
flächen in den in der Aufgabe 1 behandelten Flächen ent- 
halten. Weiter sind nach § 20, Aufgabe 14, auf einer 
Schraubenfläche die Kurven konstanten Krümmungsmaßes 
Schraubenlinien. Die Kurven «*«; = konst. sind daher nach (5) 
und § 24, (20) Schraubenlinien oder die Tangenten einer dieser 
Kurven haben gegen die Z- Achse eüie konstante Neigung. 

Es muß also für die Kurven «*t; = konst. -:r- konstant sein 

ds 

[vgl. Bd. I, § 2, (5)]. Mit (7) erhält man aber aus § 24, (10) 

und (14) 

dz_ Au'^-^''du + Bv'''-^^dv 
^5 {l+uv)^AB{uvfdudv 

Hier muß die rechte Seite, wenn u^=— gesetzt wird 

(c eine Konstante), einen konstanten Wert geben, woraus 
durch eine leichte Rechnung folgt 

m= — 2 
und der 

Satz 2. Setzt man in den Formeln von Weierstraß 



F[u) = Au 



2 
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WO A eine komplexe Konstante ist, so erhält man 
sämtliche Minimalschraubenflächen. 

Nach § 24, (11) erhält man nun als Gleichungen 

dieser Minimalschraubenflächen mit F(u)=^ — Au~'^ 



= 3i^(- + «f), 



X 



(8) y^lSiAi^^^, 

wobei noch z mit — z vertauscht ist. Für das Linienelement 
folgt nach § 24, (14) 

(9) cj[s2 ^{^J\-uvfAA^ (uv)"^ du dv, 

wo Aq die zu A konjugierte Konstante ist. Man sieht aus 

(9), daß alle Minimalschraubenflächen, für die ^AAq den- 
selben Weil; besitzt, aufeinander abwickelbar sind. Es 
existiert also eine ganze Gattung von Flächen, die stetig 
verbogen werden können und dabei stets Schraubenflächen 
und Minimalflächen sind. Diese hat zuerst Scherk angegeben. 
Es sind dieselben, die wir schon in § 12, (25) erhalten haben. 
Um nun in (8) das Reelle vom Imaginären zu trennen, 
setzen wir 

icp A ia 

u = re^ y A = ae , 
worauf folgt 

x = ar cos {(p + a) + ar"^ cos {(p — a), 

(10) y=arsm{(p + a) + ar~ sin (99 — a), 
z=2a cos a lg r — 2 a 9? sin a. 

Die Koordinaten x, y, z der Minimalschraubenflächen 
sind durch (10) als Funktionen der beiden reellen Para- 
meter r und cp dargestellt, a und a sind reelle Konstanten. 
Für das Linienelement folgt in den neuen Parametern aus 

(9), da v = re~*'^, J.o = ae~*" ist, 

(1 1) ds^ = «2 (1 + r-^Y {dr^ + r^ d<p^) . 

Die Form des Linienelements (11) zeigt in der Tat, 
daß die Flächen (10) auf Rotationsflächen abwickelbar sind; 
denn ersetzt man a^{l-\-r~~^)^ dr^ durch dr'^, so ist r reine 
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Funktion von r^, und (11) zeigt nach § 6, (14), daß die 
zugehörige Fläche auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist. 
Läßt man in (10) a konstant, während a sich ändert, so 
erhält man die oben genannten Minimalschraubenflächen^ 
die alle aufeinander abwickelbar sind. Wir setzen in (10) 

erstens a=«0 
und erhalten 

(12) y^Hl^=o(c^+«~*^). 

Dies ist die Rotationsfläche, die erhalten wird, wenn 

die Kettenlinie x=^a\e^^ + 6 *"/ um die ^ Achse rotiert, 
also das Katenoid [vgl. § 12, (22)]. Es ist die einzige 
Rotationsminimalfläche (Schraubenfläche mit der Ganghöhe 
Null). Wir setzen in (10) 

zweitens a = -^, 

worauf folgt 

cc 
(13) ;ef = 2aarctg— • 

Dies ist die Wendelfläche (vgl. § 12); die Wendel- 
fläche ist auf das Katenoid abwickelbar. 



§ 26. Assoziierte und a^jnngierte MinimaUiächen« 

In § 25 hat sich ergeben, daß die Minimalschrauben- 
flächen stetig so verbogen werden können, daß sie stets 
Minimalflächen bleiben. Bonnet hat mm die interessante 
Frage gestellt, ob nicht jede Minimalfläche einer stetigen 
Biegung unterworfen werden kann, wobei sie stets eine 
Minimalfläche bleibt. Dies ist in der Tat der Fall. 

Um dies zu beweisen, denken wir uns eine Minimal- 
fläche A mit dem Linienelement 

(1) ds^ = (1 + w^)^ F{u) ^(v) du dv, 

s. § 24, (14). Wir suchen nun sämtliche Minimalflächen, 
denen dasselbe Linienelement (1) zukommt. Eine dieser sei A\ 
Für das Linienelement des sphärischen Bildes von Ä haben wir 

nach § 24, (22) dsl = —kds^, analog für A'ds'^ = — V d^^. 
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Da nun fiir entsprechende Punkte von A und A ds^ = dsf^ 
und Ä^f ist, so folgt 

(2) dsl = dsi\ 

oder in Worten: Bildet man entsprechende Partieen von 
A und A' auf die Kugel ab, so sind die Kugelbilder ent- 
weder kongruent oder symmetrisch. Das Letztere iöt aber 
ausgeschlossen, da wir angenommen haben, daß A' durch 
stetige Biegung aus A hervorgeht. Die Kugelbilder sind 
also kongruent, und A kann gegen A so orientiert werden, 
daß sich die sphärischen Bilder entsprechender Teile von 
A und A' decken. Jedem Kugelpunkt {u, v) entspricht daher 
ein Punkt von A und A' und diese beiden Punkte kommen 
bei der Abwicklung von A auf A zur Deckung. Also 

Satz 1. Sind zwei Minimalflächen A und A' auf- 
einander abwickelbar, so können sie im Baum so 
gegeneinander orientiert werden, daß die Flächen- 
normalen in entsprechenden Punkten parallel sind. 

Es mögen nun in den Formeln von Weierstraß 
§ 24, (10) f{u) und ihre konjugierte (p{v) die Funktionen sein, 
die A' erzeugen, dann haben wir für das Linienelement von A' 

(3) ds'^ = (1 + «^^f f{^) <P (v) du dv. 

Da aber ds = ds^ ist, so folgt aus (1) und (3) 

F(u)0{v) = f{u)(p(v). 

Ist a eine zunächst noch unbestimmte Hilfsgröße, so 
kann die letzte Gleichung durch folgende zwei ersetzt werden 

Nach der ersten dieser Gleichungen ist a Funktion nur 
von Uf nach der zweiten Funktion nur von v; a ist also 
eine Konstante und zwar eine reelle, da <p die zu f kon- 
jugierte Funktion ist, ebenso (P die zu jP konjugierte. Wir 
haben also den 

Satz 2. Die allgemeinste Minimalfläche, die 
durch stetige Biegung aus einer gegebenen hervor- 
geht, erhält man, wenn die Funktion F{u) in den 
Formeln von Weierstraß durch €l^'^F{u) und 0{v) durch 
e-'*'^0(v) ersetzt wird, wobei a eine reelle Konstante 
ist (Bonnet). 
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Durchläuft a alle möglichen Werte, so erhält man also 
aus einer gegebenen Minimalfläche durch stetige Biegung oc^ 
andere Minimalflächen. Diese Flächen heißen assoziierte 
Minimalflächen. Die Schraubenminimalflächen in § 25 
siad in diesem Sinne assoziierte Minimalflächen. Die beiden 

Flächen insbesondere, die dem Werte a = und a = Q 

entsprechen, heißen adjungierte Flächen. Das Katenoid 
und die Wendelfläche sind adjungierte Flächen (§ 25). 

Die Konstante a hat eine einfache geometrische Be- 
deutung: Es seien x^ y, z die Koordinaten eines Punktes 
der Fläche Aj die der Funktion JF(w) entspricht, ic«, y«, Za 
die Koordinaten des zugeordneten Punktes der zu A asso- 
ziierten Fläche A (entsprechend der Funktion e^^F(u)), so 
erhält man für den Winkel '& zweier entsprechender Linien- 
elemente ds und dSa nach Bd. I, § 15, (14) 



■ta 



dxdXa + dydVa + dzdZa e*«+e 

cos -d = / / = -^ = cos a, 

ds dSa 2 

d. h. i? = a. Die Konstante a bedeutet daher den 
Winkel zwischen zwei entsprechenden Linienele- 
menten von A und A\ Für zwei adjungierte Flächen 
stehen also zwei entsprechende Linienelemente auf- 
einander senkrecht. 

Benutzt man statt der Formeln § 24, (10) die Formeln (4) 
desselben Paragraphen, so hat man für die Fläche A 

(4) x=U, + r, y=U^ + r, g^Us + Vs 

und für eine beliebige zu A assoziierte Ä' 

Jt 

Für a = ^ erhält man aus (5) die zu A adjungierte Aq 

(6) x,^i(TJ^-Y^\ yo-HU2'-V2)y ^o = ms-Vs)' 

Mit HiUe von (4) und (6) kann man die Gleichungen (5) 
nun in der Form 

^a = iccosa + a;osina, j/a^ycosa + yosina^ 

Za=z cos a + 0Q8ma 
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schreiben. Die Formeln (7) gestatten eine interessante 
Frage zu beantworten. Man lasse in (7) a alle möglichen 
Werte annehmen, worauf man die ganze Schar assoziierter 
Flächen erhält: auf jeder dieser entspricht einem Werte- 
paare (u, v) ein ganz bestimmter Punkt: gesucht ist die 
Kurve, die diese Punkte im Räume bilden. Man hat zu 
diesem Zwecke in (7) Uy v als konstant, a dagegen als ver- 
änderlich anzusehen. Man sieht so unmittelbar, daß der 
Punkt {Xa ya ^a) eine Ellipse beschreibt. 

Anmerkung. Aus den Formeln (4) und (6) folgt, daß man 
zu einer Minimalfläche, die F(v) entspricht, die adjungierte erhält, 
wenn man in den Formeln § 24, (11) statt des reellen Teils den 
mit i multiplizierten Teil nimmt. 

Schlußbemerkung zu den Minimalflächen. 

In dem geschichtlichen Überblick in § 23 wurde gesagt, 
daß die Theorie der Minimalflächen ihren Ausgang genommen 
hat von der Aufgabe, durch eine geschlossene Raumkurve 
eine Fläche zu legen, so daß der eingeschlossene Flächen- 
raum ein Minimum wird. Die Aufgabe, bei gegebener 
Eaumkurve die zugehörige Minimalfläche zu finden, heißt 
das Plateausche Problem. In § 23 wurde der physikalischen 
Darstellung der Fläche mittelst Seifenlösung gedacht. So 
einfach dies ist, so schwierig ist die analytische Lösung. 
Nur in wenigen Fällen kennt man diese. Es würde über 
den Rahmen dieses Buches greifen, näher auf diese Frage 
einzugehen. Wir verweisen daher in dieser Beziehung, sowie 
auch, was die sogenannten Formeln von Schwarz betrifft, 
auf Darboux oder Bianchi, wo der Leser auch die zu- 
gehörige Literatur leicht finden wird. 



3. Die Flächen von konstantem 
Krümmungsmaß, 

§ 27. Allgemeines über Flächen yon konstantem 

Srilmmungsmaß. 

Nach den Minimalflächen des vorigen Abschnittes wählen 
wir als zweites Beispiel für die TT-Flächen die Flächen von 
konstantem Krümmungsmaß: Diese sind durch die Gleichung 
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(1) 



RiB^ B2 



definiert^ wo B eine Konstante bedeutet. Je nachdem 12 
reell^ unendlich oder rein imaginär ist (also von der Form ri), 
haben die entsprechenden Flächen in allen ihren Punkten 
konstantes positives Krümmungsmaßi oder das 
Krümmungsmaß Null oder konstantes negatives 
Krümmungsmaß. Diese drei Gattungen von Flächen 
sind namentlich auch wegen ihres Zusammenhanges mit der 
sog. nicht-euklidischen Geometrie (s. unten § 30) von be- 
sonderem Interesse. 

Zunächst zeigen wir^ daß jeder der drei Gattungen 
eine bestimmte Form des Linienelementes ent- 
spricht. Zu diesem Zwecke wählen wir als Parameter- 
kurven V = konst. die geodätischen Linien durch einen be- 
liebigen Punkt der Fläche (Pol), als Parameterkurven u = konst. 
ihre Orthogonaltrajektorien (geodätische Parallelen). Das 
Linienelement jeder Fläche, bezogen auf diese Parameter- 
kurven, lautet dann nach § 13, (5) 

(2) ds^ = du^ + G dv^y 
wo außerdem nach § 13, (6) 

(3) Um/G^O, lim-5^ = l 

ist. 

Für das Krümmungsmaß h erhält man nach § 11, (13) 

.4^ z, = J_ 1 ^^yg 

^ ' jR« fQ du-' 

Aus dieser Gleichung nun folgt durch Integration 

tu — t« 



wo A, S zunächst noch willkürliche Funktionen von v allein 
sind: diese aber müssen wegen (3) den Gleichungen 

A + B = 0, A—B=^ 
genügen, aus denen folgt 
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tM — tu 



R - Ä \ T> •_ ^ 



(5) ^=Rle'' — e'' =E sin-^- 



2i 



R 



Wir erhalten nun aus (2) und (5) 

1) Für die Flächen von konstantem positivem 
Krümmungsmaß (1? reell = r) 

(6) ds^ = du^ + r^&in^-dv^; *= — • 

2) Für die Flächen von konstantem Krümmungs- 
maß Null (abwickelbare Flächen, J2 = oo), 

(7) ds^^du^ + u'^dv^] * = 0. 

3) Für die Flächen von konstantem negativem 
Kümmungsmaß (jR rein imaginär = ri) 

(8) ds^^du^+-^\e' —e ' )dv^; Tc = — — ' 

Da also das Linienelement jeder Fläche von konstantem 
Krümmungsmaß sich auf eine der Formen (6) — (8) bringen 
läßt, so folgt der 

Satz 1. Alle Flächen, die dasselbe konstante 
Krümmungsmaß besitzen, lassen sich aufeinander 
und auf sich selbst abwickeln und zwar auf drei- 
fach unendlich viele Weisen. 

Das letztere bedarf noch eines Beweises. Seien F und 
JPi zwei Flächen der genannten Art, so kann auf F als 
Pol des geodätischen Polarkoordinatensystems ein beliebiger 
Punkt Ay auf F^ ein beliebiger Punkt A^ gewählt werden. 
Wegen der Gleichheit der Linienelemente kann nun F auf 
F^ abgewickelt werden, so daß A und A^ sich decken. 
Der Punkt A von F kann also mit zweifach unendlich vielen 
Punkten von F^ zur Deckung kommen. Da weiter in (2) 
statt V auch i; + a, wo a eine beliebige Konstante ist, gesetzt 
werden kann, ohne daß die Form des Linienelementes sich 
ändert, so kann man auch die eine Fläche über der anderen 
um den gemeinsamen Punkt AA^ drehen. Damit ist ge- 
zeigt, daß die Abwicklung in der Tat auf dreifach unendlich 
viele Arten möglich ist. 

Nach dem Satz, den wir soeben bewiesen, kann daher 
jede Figur auf einer solchen Fläche in der Fläche verschoben 
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werden, wie eine ebene Figur in der Ebene, ohne daß die 
Längen und Winkel sich ändern. Bei einer Fläche von 
konstantem Kriimmungsmaß kann man also mit demselben 
Recht von einer Geometrie auf der Fläche sprechen wie 
von einer Geometrie der Ebene oder der Kugel. In der 
Tat sind ja die beiden letzteren ebenfalls Flächen von kon- 
stantem Krümmungsmaß. Wir kommen hierauf weiter unten 
in § 29 noch einmal zurück. 

§ 28. Die Fsendosphäre. 

Wir bestimmen nunmehr die einfachsten Flächen von 
konstantem Krümmungsmaß. Zunächst bemerken wir, daß 
nach § 27, (6) — (8) G reine Funktion von u ist: es folgt 
somit nach § 6, (14) der 

Satz 1. AlleFJächen vonkonstantemKrümmungs- 
maß sind auf Rotationsflächen abwickelbar. 

Es genügt daher, für die drei Fälle die einfachsten 
Rotationsflächen anzugeben, worauf die allgemeinsten 
Flächen aus diesen durch Biegung hervorgehen. 

1) Die einfachste Fläche von konstantem posi- 
tivem Krümmungsmaß ist die Kugel. In der Tat er- 
hält das Linienelement der Kugel mit dem Eladius r die 
Form § 27, (6), wenn auf der Kugel u das Komplement 
der geographischen Breite, v die geographische Länge bedeutet. 
Da alle Flächen von konstantem positivem Krümmungsmaß 
auf die Kugel abwickelbar sind, so ist die Geometrie auf 
diesen Flächen identisch mit der Kugelgeometrie. 

2) Die einfachste Fläche von konstantem 
Krümmungsmaß Null ist die Ebene. Bedeuten u,v Polar- 
koordinaten in der Ebene, so hat das Linienelement der 
Ebene in der Tat die Form § 27, (7). Die Geometrie 
auf allen Flächen von konstantem Krümmungsmaß Null ist 
identisch mit der ebenen (euklidischen) Geometrie. 

3) Es bleiben also nur noch die Flächen von kon- 
stantem negativem Krümmungsmaß = zu erledigen. 

um die Rotationsflächen zu finden, sei F die Meridian- 
kurve einer dieser in der XZ-Ebene. Ist in Fig. 29 M der 
Krümmungsmittelpunkt von F für den Punkt P, so ist nach 
§ 6, Satz 4, PM—Q der eine Hauptkrümmungshalbmesser 
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der zu. F gehörigen Botationsfläche in P, der andere Haupt- 
krümmungshalbmesser in P ist das Stück PO der Kurven- 
Normale/in P bis zur ^Achse. Es ist also 

(1) PQ'PM r2. 

Bezeichnet man mit r den Neigungswinkel der Meridian- 
tangente in P gegen die X-Achse, so ist dr der Kontingenz- 
winkel in P f ür P und daher [vergl. Bd. I, § 3, (7)] 

(2) ds=-Qdr. 

z 
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Fig. 29. 







Weiter ergibt sich aus dem Dreieck PSQy wo PS^x 
ist, PQ^-zm ^^d daher nach (1) und (2) 



smr 



sin X dx 



= — r 



» 



dx 



oder, da ds = ist [vgl. Bd. I, § 2, (5)], 



cosr 



(3) 



2 



xdx= — -^ sin 2r dr. 



Hieraus erhält man durch Integration, wenn G eine 
willkürliche Konstante bedeutet, 

2:c2^C=r2cos2T 
oder auch 

(^ tff2 ^ 1 — cos 2T _ r2— 2a;2— G 

^^ ^"^ l+cos2T""r2 + 2a;2-|-C' 
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Setzt man noch r^ — C=^2b^, wo jetzt h^ die willkür- 

liehe Konstante ist und beachtet, daß tg t == -=— ist, so folgt 
aus (4) ^^ 

(5) '^jy J+V^^^b^ ^''' 

Dies ist die Gleichung der Meridiankurve F. Da i^ 
willkürlich ist, so erhalt man unendlich viele Meridian- 
kurven und damit unendlich viele Rotationsflächen von kon- 
stantem negativem Krümmungsmaß = -. Es genügt, die 

einfachste von diesen zu nehmen. Die Integration von (5), 
die im allgemeinen auf elliptische Integrale führt, wird für 
den Fall b^ = r^ ausführbar. Setzt man unter dieser Vor- 
aussetzung a; == r sin q?, so folgt aus (5) leicht 

(6) x==rBUiq), ;8f= r|lgtg^+ cos 9?l. 

Durch diese Gleichungen sind x und als Funktionen 
des Parameters 99 definiert, sie stellen daher die Glei- 
chungen der Meridiankurve in der XZ-Ebene dar. 

Diese Kurve heißt die Traktrix; sie 
ist symmetrisch zur X-Achse, hat die 
^Achse zur Asymptote und ün 
Punkte (x = r, = 0) eine Spitze. 
Man zeigt außerdem leicht, daß das 
Stück der Tangente zwischen Be- 
rührungspunkt und Asymptote kon- 
stant =:r, und daß der Ort ihrer 
Krummungsmittelpunkte eine Ketten- 
linie ist (vgl. § 20, Aufg. 24). 

Die Rotationsfläche der 
Fig. 80. Traktrix heißt Pseudosphäre 

(s. Fig. 30). Man hat daher den 
Satz 2. Die einfachste Fläche von konstantem 
negativem Krümmungsmaß ist die Pseudosphäre. 
Die Geometrie aller Flächen von konstantem nega- 
tivem Krümmungsmaß ist identisch mit der Geo- 
metrie auf der Pseudosphäre. 

Man nennt daher wohl auch diese ganze Gattung von 
Flächen pseudosphärische Flächen. 
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§ 29. Die Trigonometrie anf den Flächen Ton 
konstantem Erümmnngsmaß. 

Wir ziehen nun auf der Fläche drei geodätische Linien, 
welche sich in den Punkten ABC schneiden mögen und 
suchen die Beziehungen zwischen den Seiten und Winkehi 
eines solchen geodätischen Dreiecks (s. Fig. 31). 




V-V9 



Als Parameterkurven t; = konst. wählen wir, wie in 
§ 27, die geodätischen Linien durch den Punkt A (Pol), 
und zwar möge die geodätische Linie AB dem Werte t; = 
entsprechen, die Linie AC dem Werte v = Vq. Die Ortho- 
gonaltrajektorien der geodätischen Linien durch A seien die 
Kurven «i = konst., wo u den Bogen der geodätischen Linien 
durch Af von A aus gemessen, bedeute. Speziell sei AB=u^y 
AG=^iA2. Nach § 27, (2) und (5) hatten wir für das Linien- 

dement einer Fläche von konstantem Krümmungsmaß = i, 



(1) 



u 



ds^'^du^ + Gdv^, 6? = B2sin2— , 

Jti 



wo die Konstante B entsprechend den drei Fällen reell, rein 
imaginär oder unendlich groß ist. Ist & der Winkel in 
einem Punkt P von BC (s. Fig. 31), den BC mit der 
durch P gehenden Parameterlinie «; = konst. {AP) büdet, 
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so lautet die Differentialgleichung der geodätischen 
Linie BC nach § 14, (7) wegen E^l 

(2) d^ ^-^dv 

du 

(dort mit ^^ bezeichnt); außerdem ist nach § 14, (2) und (1) 
dieses Paragraphen 

(3) *g* = >'^|«- 

Eliminiert man aus (2) und (3) dv und integriert, so 
folgt, wenn e eine Integrationskonstante ist, 

(4) yGsini> = 6. 

Hat ^ für den Punkt B und C bezüglich die Werte 
^1 und d'2i s^ ^^^ ii2iC^ (1) und (4) 

(5) 1? sin ^ sin ^^ = 1? sin ^ sin ^2 =* ^• 



Eliminiert man weiter aus (1), (3) und (4) # und dv, 
so erhält man für den Bogen s von BC 

(6) s^ /^ du. 

«1 

Setzt man hier den Wert von Q aus (1) ein und inte- 
griert, so folgt 

l/iJ^sin^l-«* lA^8in^|-e» 

_ = arc8in^ _____ arcsmj/ —^—^-, 

oder mit Hilfe von (5) 

R sin ^ cos ^9 B sin ^ cos ^i 

(7) ^ == arc sm — , arc sm , — 

Setzt man nun 

üsin ^ cos #2 JJsin ^ cos^i 

(8) sm99= -j=== — , smv^ = 



^iB^ — e^ iW^ 



>2 
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BO folgt hieraus und aus (5) 

Ucos^ 2Jcos^ 

(9) cosy — — . cosv = -F== 

und es ist nach (7) 

^ ^ s 

— = (p — tp. 

Für diese Gleichung nun bilde man cos ~ und sin | 
und benutze die Gleichungen (8) und (9): es folgt so 

Tka ^1 *^ Tka • ^1 • ^9 f% f\ 

B^ cos ^ cos -=^ + B^8m-zpr sin ^ cos #i cos i?« 
s B B B B 1 ''ä 

""' R = W=rr2 ' 

iJ^cos ^ sin ^ cos #« — iZ^ sin ^ cos -=7- cosi?. 
. s B B ^ B B ^ 

'^^= S^:^ii 

Multipliziert man nun die erste dieser Gleichungen mit 

cos T~-, die zweite mit sin r^ cos ^2 und dann weiter die 

u ^ tu . 

erste mit sin^ cos ^2^ ^^ zweite mit — cos ^ und addiert 

JX Jti 

in beiden Fällen, so gibt eine leichte Rechnung mit Benutzung 
von (5) 



-^=cos^cos^+8m-^sm-^ 



sm-^ cosi?! = sm-^cos-:^ cos ^2 — cos -^ sm-^ • 
xt MM MM 

Bezeichnet man die Seiten des geodätischen Dreiecks 
ABC mit a, 6, c, die Winkel mit a, ß, y, so erhält man aus 
(5) und den beiden letzten Gleichungen die Grundformeln 
der Trigonometrie auf den Flächen von konstantem 
Krümmungsmaß 

sin±sin^ = sin4sin,(Sinusfonnel), 
M M 

(10) cos-^ = cos ^ cos ^ + siu ^ sin ^ cos y (Kosinusformel), 
M MM MM 

. c ^ . a b a , b 

sm-^ cosp = sm^^cos-^ — cos-^ sm^-cosy. 
M M M M M 

Kommereil, Theorie der Raumkurven. II. 10 
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Da jede der Ecken ABC eis Pol betrachtet werden 
kann^ so können hier noch abc und a,ß,y entsprechend 
cyklisch vertauscht werden. 

Der Unterschied für die drei Gattungen von Flächen 
von konstantem Erümmungsmaß ist nun folgender: 

1) Für die Flächen von konstantem positivem 
Krümmungsmaß ist R in (10) reell. Da auf der Kugel 
die Großkreise geodätische Linien sind^ so gelten die Formeln 
(10) auch für ein sphärisches Dreieck. In der Tat sind 
die Formeln (10) für jB=1 identisch mit den Grund- 
formeln der sphärischen Trigonometrie. 

2) Für die Flächen von konstantem negativem 
Krümmungsmaß ist R rein imaginär = r^, wo r reell ist. 
Die Formeln (10) erhalten in diesem Falle reelle Gestalt 
durch Einföhren der Hyperbelfunktionen, indem man setzt 



(11) 



r r 

i sin — : = — - — = Sh— (Sinus hyperboUcus) , 



X X 



/p ß I ß /p 

cos — . = — - — = Ch — (Cosinus hyperbolicus). 



3) Für die Flächen von konstantem Krümmungs- 
maß Null (Ebene) gelten streng genonmien die obigen Ent- 
wicklungen nicht, da i2»oo ist. Behandelt man indessen 
diesen Fall genau wie oben für sich, so erhält man Formeln, 
die aus (10) für i? = oo hervorgehen. Die Formeln (10) 
gelten somit fiir alle drei Fälle. In der Tat erhält man aus 
(10) für lim R = oo die Formeln der ebenen Trigono- 
metrie. 

Sätze über die Winkelsumme eines Dreiecks. 

Wie in der sphärischen Trigonometrie, so leitet man 
aus (10) leicht die Formel 

cos a = — cos ß cos y + sin jS sin y cos =■ 

XV 

oder 

(12) cos {jz — a) = cos^cosy — sin /S sin / cos ^ 

ab. Hieraus schKeßen wir: 
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1) Für die Ebene und die Flächen von konstantem 
Krümmungsmaß Null; für die jß^oo ist, erhält man 

cos {ji — a) = cos (ß + y). 

Aus dieser Gleichung und den analogen, durch cyklische 
Vertauschung hieraus hervorgehenden Gleichungen folgt 

a -\- ß + y = 71 
und daher der 

Satz 1. In der Ebene und auf den abwickelbaren 
Flächen ist die Winkelsumme in einem geodätischen 
Dreieck gleich zwei S.echten. 

2) Für die Kugel und für die Flächen von konstantem 
positivem Krümmungsmaä, für die It reell ist, erhält man, 

da cos^<l ist, aus (12) 

cos (jt — a)> cos (ß + y) 

und hieraus, sowie aus den analogen Ungleichungen 

a + ß + y>7i. 

Satz 2. Auf der Kugel und auf den Flächen von 
konstantem positivem Krümmungsmaß ist die Winkel- 
summe in einem geodätischen Dreieck größer als 
zwei Rechte. 

3) Für die Pseudosphäre und die Flächen von 
konstantem negativem Krümmungsmaß ist B rein 

imaginär = ri und daher cos— ;>1, wie sich aus der Reihen- 

ent Wicklung ergibt. Man hat somit nach (12) 

cos {jt — a) < cos (ß + y) 

und die analogen Ungleichungen. Es folgt 

a + ß + y<jt 
und der 

Satz 3. Auf der Pseudosphäre und auf den 
Flächen von konstantem negativem Krümmungsmaß 
ist die Winkelsumme in einem geodätischen Dreieck 
kleiner als zwei Rechte. 

Man vergleiche auch in Beziehung auf Satz 1 — 3 § 14 
Schluß. 

10* 
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§ 30. Sätze Aber ParaUelen. Nichteuklidische 

Geometrie. 

Wir untersuchen noch das Verhalten geodätischer Linien 
im Unendlichen oder die Frage der Parallelen. Zu diesem 
Zwecke denken wir uns auf einer Fläche von konstantem 
Krümmungsmaß einen Punkt C (s. Fig. 32) und eine geo- 
dätische Linie F und suchen die geodätischen Linien durch 
C, die die F erst im Unendlichen schneiden (Parallelen zu F), 

Mit Hilfe von § 29, (10) überzeugt man sich leicht, 
daß es auf F einen Punkt Ä gibt derart, daß die geodätische 




Fig. 32. 



Linie CA die F rechtwinklig schneidet. Ist B ein beliebiger 
anderer Punkt von F, so ^t für das bei Ä rechtwinklige 
geodätiBche Dreieck ABC die Gleichung 

b 



(1) 



^;g = tg}'sin 



R' 



die man ohne Mühe aus § 29 , (10) ableitet (vgl. auch die 
Formehl für die sphärische Trigonometrie). 

Für die Pseudosphäre ist nun R = ri und nach (1) 
und § 29, (11) daher 



e — e 



e"" +e 



c 

r 



r 



e — e 



6 

r 



tgy- 



Läßt man nun den Punkt B auf F immer weiter von 
A sich entfernen, so erhält man schließlich für c = ^t o^ »^s 
der letzten Gleichung leicht 

Man erhält aus dieser Gleichung für y zwei Werte y^ 
und 2 71 — ^'i (= — yi). Diejenigen beiden von C ausgehenden 



& 

r 
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geodätischen linien^ die mit CA den "Winkel y^ bezw. — yx 
bilden^ schneiden daher die F erst im Unendlichen. Nennt 
man den Winkel y^ den Parallelitätswinkel, so folgt det 

Satz 1. Durch einen Punkt C einer pseudo- 
sphärischen Fläche gibt es zwei verschiedene 
geodätische Linien, die mit einer gegebenen geo- 
dätischen Linie F parallel sind. Der Parallelitäts- 
winkel yi hängt nach (2) von dem senkrechten geo- 
dätischen Abstand 6 des Punktes C von F ab. 

71 

Aus (2) folgt, daß y^ sich um so mehr ~ nähert, je 

kleiner h ist, d. h. rückt C gegen Ay so treten die beiden 
Parallelen mehr und mehr in eine zusanmien. 

Analog beweist man den 

Satz 2. Auf den abwickelbaren Flächen (Ebene) 
gibt es zu einer gegebenen geodätischen Linie durch 
einen gegebenen Punkt nur eine, auf den Flächen 
von konstantem positivem Krümmungsmaß (Kugel) 
keine Parallele. 

Die Geometrie auf den Flächen von konstantem Krüm- 
mungsmaß ist noch von besonderem Interesse geworden, seit 
Beltrami einen innigen Zusammenhang dieser Geometrie 
mit der sog. nicht-euklidischen Geometrie aufgedeckt 
hat. Die folgenden Zeilen mögen dies zum Schluß näher 
darlegen. 

Schon länger hat man erkannt, daß die Geometrie, wie 
sie Euklid darstellt, nicht notwendig diejenige ist, die im 
Baume Gültigkeit hat. Läßt man nämlich das Postulat XII 
im ersten Buche von Euklid bezüglich der Parallelen fallen 
und faßt die Gerade als die kürzeste Verbindungslinie zwischen 
zwei Punkten auf, so gibt es, wie Gauß, Bolyai und 
Lobatschewsky gezeigt haben, drei verschiedene Systeme 
von Geometrien. Li dem einen von diesen ist die Winkel- 
summe eines Dreiecks gleich zwei Hechten — dies ist die 
von Euklid durchgeffihrte Geometrie. In der zweiten Art 
von Geometrie ist die Winkelsumme größer, bei der dritten 
kleiner als zwei Rechte. Die trigonometrischen Formeln, 
die man bei diesen drei Systemen erhält, sind genau die 
Formeln § 29, (10). Damit ist klar, daß diese i'ei Arten 
von Geometrien vollkommen mit den Geometrien auf den 
Flächen von konstantem Krümmungsmaß übereinstimmen. 
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Welches von den drei Systemen nun im Baum tatsächlich 
gilt, muß die Erfahrung entscheiden. Man müßte möglichst 
große Dreiecke nehmen und die Winkelsumme dieser imter- 
suchen. Dies erscheint indes unmöglich, da der unserer 
Erfahrung und Messung zu Gebot stehende Raum viel zu 
klein ist. Für den uns zugänglichen Teil des Baumes kann 
man sagen, daß bis jetzt das System von Euklid mit den 
Tatsachen in vollkommenem Einklang steht. Doch steht 
nichts im Wege, zur Berechnung eines gewöhnlichen Baum- 
dreiecks die Formeln § 29, (10) zu nehmen, wobei R eine 
sehr große reelle oder rein imaginäre Konstante bedeutet. 

Anmerkung. Schwarzschild hat gezeigt, daß die 
Formeln § 29, (10) für den uns umgebenden Baum benutzt werden 
können, wenn entweder statt der Ebene eine Pseudosphäre (R=ir) 
genommen wird, wo r größer als 4 Millionen Erdbahnradien, oder 
eine Fläche von konstantem positivem £[rümmungsmaß, für die R 
größer als 100 Millionen Erdbahnradien ist (vgl. Yalentiner, 
Handwöi*terbuoh der Astronomie, lY, pag. 126). 

4. Regelflächen. 

§ 31. Das Linienelement. Allgemeine Eigenschaften. 

Erklärung. Eine Regelfläche entsteht durch 
eine stetige Folge von einfach unendlich vielen 
Geraden, diese heißen die Erzeugenden der Segel- 
fläche. Je nachdem zwei konsekutive Erzeugende 
stets sich schneiden oder nicht, nennt man die Begel- 
fläche abwickelbar (s. Bd. I, § 10, S. 39) oder wind- 
schief (vgl. das einmantlige Hyperboloid). 

Zur analytischen Darstellung einer Regelfläche ziehe 
man auf dieser eine beliebige Kurve C (Direktrix), die 
sämtliche Erzeugende treffen möge (s. Figur 33). Ist P{Xyy,ä) 
ein Punkt der Regelfläche, dessen Erzeugende die Direktrix 
im Punkt Q (x^, y^, z^^ trifft und sind x^j y^, z-^ gegebene 
Funktionen des Bogens v der Direktrix und ebenso die 
Richtungskosinus l, m, n von QP, so hat man, wenn noch 
QP=u gesetzt wird, als Gleichungen der allgemeinsten 
Regelfläche 

(1) x==Xi + lu, y=^y^-\-mu^ = ei + nu; 

denn ändert sich hier u allein, so durchläuft der Punkt {x, y, z) 
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die Erzeugende QP; ändern sich dagegen u und v zugleich, 
so durchläuft der Punkt {x, y, s) der Reihe nach alle Er- 
zeugenden. Die Kurven v = konst. sind also die Erzeugenden 
imd die Kurve u = die Direktrix. 

Um zunächst den Ausdruck für das Linienelement der 
Fläche ds^ = dx^ + dy^ + d^^ zu bilden, bezeichnen wir durch 




Fig. <8. 

Striche über den Größen ihre Ableitungen nach v und setzen 
zur Abkürzung 

V^ + m'^ + n'^^A 

(2) Vxi + m'yi + n'z[ = B 

Ixi + myi + n^i = cos ^. 

Dabei sind Ä, B, cos '& reine Funktionen von t;, und ^ 
bedeutet offenbar den Winkel, unter dem die Erzeugende v 
die Direktrix trifft. Außerdem ist, da l, m, n Richtungs- 
kosinus sind und v den Bogen der Direktrix bedeutet. 
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Aus (1) erhalt man nuDmehr für das Linienelement 
der Eegelfläche nach § 1^ (7) und (8) 

(4) dÄ» ^äu^ + 2 008 »dudv + (Au^ + 2Bu+l) dfv« . 
Führt man hier für u durch die Gleichung 

li » u^ — yoos & dv 

den neuen Parameter u^ ein, so verschwindet der Koeffizient 
von dui dv, d. h. die Kurven ti^ » konst. sind die Orthogonal- 
trajektorien der Erzeugenden v == konst. Man hat daher den 

Satz. Die Orthogonaltrajektorien der Erzeu- 
genden jeder Begelfläche ergeben sich durch eine 
Quadratur. 

Nimmt man eine dieser Orthogonaltrajektorien zur 

Direktrix, so ist für diesen Fall ^ = ö- 

Zieht man durch einen beliebigen Raumpunkt die 
Parallelen zu den Flächenerzeugenden, so erhält man einen 
Kegel, den sogenannten Leit- oder Richt-Kegel. Aus 
einer um jenen Punkt als Mittelpunkt mit dem Radius = 1 

feschlagenen Kugel wird von dem Leitkegel die „sphärische 
ndikatriz^^ ausgeschnitten. Wird als die Spitze des Leit- 
kegels der Ursprung genommen, so sind l, iw, n die Koor- 
dinaten der sphärischen Indikatrix. 

Von Wichtigkeit sind noch folgende Größen: der 
Winkel dq?, den zwei konsekutive Erzeugende v und 
v-\-dv miteinander bilden^ ihr Minimalabstand do 
und der Wert von u im Fußpunkt von do auf der 
Erzeugenden v. 

Für d(p erhält man nach Bd. I, Einleitung (9) 

(5) d<p^ = dP + dm^ + dn^ ; 

d(p ist auch das ßogenelement der sphärischen Lidikatrix. 
Um die Werte fiir die beiden andern Größen zu finden, 
lassen wir in (4) v und dv konstant imd bestimmen u und 
du so, daß ds ein Minimum wird. Man erhält so nach den 

B 

bekannten Regeln du*^ — cos^dTv, u= — -j« 



§ 32. Deformation der Begelflächen. 153 

Es ist also der Fußpunkt des Minimalabstandes 
auf der Erzeugenden Vy der sogenannte Mittelpunkt ge- 
geben durch 

(6) «=-|. 

Setzt man endlich in (4) du=^ — coB'&dVy u= — -j, so 
folgt für den Minimalabstand do selbst 

(7) dc = ^|I^:^Edv. 

Der Ort der Mittelpunkte der Erzeugenden bildet auf 
der Fläche eine gewisse Kurve, die sogenannte Striktions- 
linie; ihre Gleichung ist durch (6) gegeben. Ist JB = 0, so 
ist die Direktrix selbst die Striktionslinie. Sind B und A 
beide gleich Null, so ist die Striktionslinie unbestimmt. In 
diesem Falle folgt aber aus (2) Z — q, m^a^y w = Cg, wo 
Ci, C2f Cq drei Konstante bedeuten: d. h. die Regelflache ist 
ein Zylinder. 

Für abwickelbare Flächen istda^O, dieselben sind 
daher durch die Gleichung 

^sin^d — J52-=0 

definiert; die Striktionslinie fallt in diesem Falle mit der 
Kückkehrkante zusammen. 

Bemerkung. Man beachte, daß die Striktionslinie 
einer Eegelfläche im allgemeinen keine Orthogonaltrajektörie 
der Erzeugenden ist; auch ist da nicht das Linienelement 
der Striktionslinie. Man sieht dies geometrisch und analytisch 
leicht ein. 

§ 32. Deformation der Begelflächen. 

Wir nehmen nun an, daß das Linienelement § 31, (4) 
einer Kegelfläche gegeben sei und stellen uns die Aufgabe, 
sämtliche Regelflächen zu flnden, denen dieses Linienelement 
zukommt. Die Lösung ist ziemlich einfach. Da nämlich 
A, J5, cos^ drei gegebene Funktionen von v sind, so sind 
aus den 5 Gleichungen § 31, (2) und (3) die Größen l, m, n; 
Xif y^y jE?! als Funktionen von v zu bestimmen. Da eine von 
diesen willkürlich bleibt, so folgt der 
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Satz 1. Es gibt uneDdlich viele Regelflächen, 
die dasselbe Linienelement haben, oder jede Regel- 
fläche ist stetig deformierbar, wobei sie stets Regel- 
fläche bleibt. 

Um nun alle diese zu demselben Linienelement ds ge- 
hörigen Regelflächen explizit zu erhalten, bestimmen wir 
zunächst drei Funktionen l, m, n von t;, die den Gleichungen 

^ ^ l^ + m'^ + n'^^A 

genügen. Der ersten dieser Gleichungen wird genügt, 
wenn man 

(2) l = Bmq)COB\p, m = sin99 8in^, n=^QOB(p 

setzt, wobei q) und \p zunächst noch willkürliche Funk- 
tionen von V sind. Aus der zweiten Gleichung (1) folgt 

nun q)'^ -{-xp^ B\si q?=^A oder 



„jy^^' 



(3) y^= - — T-^^—dv. 

^ ^ J sm.q) 

Die Funktion q? von v bleibt willkürlich; aus (3) er- 
gibt sich tp und aus (2) l, m, n. Man sieht, daß der Richt- 
kegel der Regelfläche willkürlich angenommen werden kann. 
Ist dieser angenommen, so erhält man die Direktrix und 
damit die Fläche selbst auf folgende Weise. Die Koordinaten 
x^y y^, 0^ sind aus den Gleichungen 

Ixi + myi + n0i = cos ^, 

(4) Vxi + m'yi + n'zi = B, 

zu bestimmen. Zur Auflösung dieses Systems berechnen 
wir nach Darboux zuerst die Hilfsgröße 

l V x[ 
m m' yi 
n n' zi 

Durch Quadrieren dieser Gleichung folgt wegen (1) und 
(4) fürfl" 

(6) lZ2=:J[sin»d — J52 



(5) H^ 
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und zwar ist H wegen § 31, (7) für eine nicht abwickelbare 
Fläche von Null verschieden. Man erhalt nun xiy yi, ei 
aus drei linearen Gleichungen, nämlich den zwei ersten von 
(4) und aus (5). 
Es folgt so 

jy TT 

-D JT 

(7) yi = mcos^+ ^m' + ^(nr — in^), 

^i = ncos^+ -jW -\--j{J,m' — ml') 

und hieraus durch Quadraturen x^^ y^, 0^. Da nunmehr die 
sechs Funktionen l, m, w, Xi, y^, z^ von v bestimmt sind, so 
geben die Gleichungen § 31, (1) die Flachengleichungen. 
H ist nach (6) mit doppelten Vorzeichen behaftet, man er- 
halt daher bei gegebenem Leitkegel zwei verschiedene 
Flächen. Wir haben so den 

Satz 2. Jede Regelfläche kann so verbogen 
werden, daß ihr Leitkegel eine willkürliche Gestalt 
erhält, und zwar auf zwei verschiedene Arten. 

Wir behandeln noch die Frage: 

Läßt sich eine Regelfläche so deformieren, daß 
eine Kurve auf ihr eine Gerade wird? 

Nimmt man an, die Direktrix sei die Kurve und es 
sei möglich, die Fläche so zu verbiegen, daß die Direktrix 
zur ^Achse wird, so hat man, da ja v den Bogen der 
Direktrix bedeutet, für die verbogene Direktrix die Glei- 
chungen 

(8) i»i = 0, ^1 = 0, B^=v. 

Da ferner '& der Winkel ist, den die Erzeugende im 
Punkte V mit der Direktrix macht, so setzen wir 

(9) Z = sini?cos^, m=«sindsiny;, w = cosi). 

Die Gleichungen (8), (9) imd § 31, (1) definieren eine 
Regelfläche mit der ^^Achse als Direktrix. Damit diese 
Fläche auf die gegebene abwickelbar sei, bestimmen wir in (9) 
y) als Funktion von v so, daß die beiden Regelflächen das- 
selbe Linienelement haben. Die sechs Funktionen in (8) 
und (9) müssen daher den Gleichungen § 31, (2) und (3) ge- 
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nügen. Die letzte Gleichung (2) und die Gleichungen (3) 
in § 31 sind von selbst erfüUt. Aus der zweiten Glei- 
chung § 31, (2) folgt 

^ a cos ^ 

(10) ^ — d^- 

Die beiden gegebenen Funktionen B und & müssen 
daher, falls die Verbiegung möglich sein soll, der Glei- 
chung (10) genügen. Aus der ersten Gleichung § 31, (2) 
endlich folgt ^ 

(11) v=/i^,,, 

wodurch \p als Funktion von v bestimmt ist. Die Glei- 
chungen der verbogenen Fläche lauten nunmehr 

(12) x = U8m'&cosipy y = usm'&sinyj y ;8f =i; + wcos#, 

wo tp als Funktion von v aus (11) zu entnehmen ist. 

Ist daher die Bedingung (10) erfüllt, so ist die 
Verbiegung stets möglich. Die geometrische Bedeutung 
dieser Bedingung ergibt sich leicht wie folgt. Man differen- 
ziere die dritte Gleichung § 31, (2) und beachte (10), so folgt 

(13) Ixl' + my[' + nzi' =- , 

wo jetzt x^y y^y z^ die Koordinaten der nicht verbogenen 
Direktrix sein mögen. Da nun nach Bd. I, § 4, (5) xi'y yf, Zx 
mit den Kichtungskosinus der Hauptnormalen der Direktrix 
proportional sind, so drückt (13) aus, daß diese Haupt- 
normale senkrecht auf der Erzeugenden und damit senk- 
recht auf der Fläche steht. Die nicht verbogene Direk- 
trix muß also nach Bd. I, § 25, S. 113 geodätische 
Linie der Fläche sein, was auch geometrisch vorauszu- 
sehen war. 

5. Dreifach orthogonale Flächensysteme. 

§ 33. Definition der dreifach orthogonalen 

Fläehensysteme. 

Für viele Untersuchungen in der Mathematik ist es 
nützlich, die Lage eines Raumpunktes statt durch die ge- 
wöhnlichen Cartesischen Koordinaten dadurch zu bestimmen, 
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daß man den Pankt als Schnittpunkt von drei Flächen be- 
trachtet. Darauf beruht z. B. die Lagebestimmung eines 
Punktes P durch geographische Breite und Länge und seine 
Entfernung vom Ursprung des Koordinatensystems; denn 
alle Punkte mit gleicher geographischer Breite liegen aut 
einem Kegel, alle Punkte mit gleicher geographischer Länge 
auf einer Ebene und alle Punkte, die gleich weit vom Ur- 
sprung entfernt sind, auf einer Kugel; der Punkt P er- 
scheint so als Schnittpunkt eines Kegels, einer Ebene und 
einer Kugel. Diese Flächen stehen gegenseitig aufeinander 
senkrecht. Konstruiert man nun für alle Baumpunkte den 
Kegel, die Ebene und die Kugel, so erhält man drei einfach 
unendliche Flächenscharen, wobei sich stets zwei Flächen 
rechtwinklig schneiden. Ein solches System von Flächen 
nennt man ein dreifach orthogonales Flächensystem. 
Li Bd. I, § 23, S, 107 hat sich ergeben, daß die konfokalen 
Flächen zweiter Ordnung ebenfalls ein dreifach orthogonales 
Flächensystem bilden. 

Analytisch sind drei Scharen von Flächen dadurch 
definiert, daß man die rechtwinkligen Koordinaten x^ y, z 
eines Raumpunktes als Funktionen von drei Parametern 
Uy V, w ausdrückt in der Form 

(1) y = (p{u,v,w), 

8 = \p(UyV,w). 

Denn ist in (1) w konstant und ändern sich u, v, so 
stellt (1) eine bestimmte Fläche dar. Läßt man w sich 
ändern, so erhält man eine ganze Schar von Flächen. Das 
Entsprechende gilt von den Parametern u, v. Die Glei- 
chungen (1) stellen daher drei Scharen von Flächen 
dar. Gibt man in (1) zwei Parametern, etwa u und w kon- 
stante Werte, z. B. Uq, Wq, so stellt (1) eine Eaumkurve 
dar — die Schnittlinie der beiden Flächen w = «*o> ^ = w^o« 

Beispiel. Bedeutet u die geographische Breite, v die 
geographische Länge, w den Abstand eines Baumpunktes 
vom Ursprung, so ist 

(2) x = WQ0&UGO%v y y^=^WQOBUBmv y z = w^mu. 

Die Flächen t^ = konst. sind die Kegel, die Flächen 
«?==konst. die Ebenen, die Flächen «(; = konst. die Kugeln. 
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Welches ist nun die Bedingung dafür^ daß die Flächen 
des Systems (1) ein dreifach orthogonales System bilden? 
Die drei durch den Punkt {u, v, w) gehenden Flächen 
schneiden sich in drei Saumkurven^ die durch diesen Punkt 
hindurchgehen. Diese müssen nun offenbar aufeinander 
senkrecht stehen. Von den drei Raumkurven ist aber die 
erste definiert durch u » konst., v — konst., die zweite durch 
t;=konst.; w^konat., die dritte durch t<;=konst., u » konst. und 
die Richtungskosinus der Tangenten dieser drei Kurven im 
Punkte (u, v, w) sind nach Bd. I, § 2, (5) proportional mit 

dx Sy dz . dx dy dg . . dx By de 

3~> T~y :ä~" bezw. mit 3-, 3-, i^- bezw. mit 3-, 3-, -^-^ 
cw ow ow du du du dv dv ov 

Die Bedingung dafür^ daß diese drei Tangenten aufeinander 

senkrecht stehen^ ist also 

(3) y^^^o V— — — ^— — =0 
^^ ^Lddudv ' j^dvdw ^ ^jdwdu * 

wo in den Summen immer nur das auf x bezügliche Glied 
angegeben ist. 

Satz. Die Gleichungen (3) sind die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die Glei- 
chungen (1) ein dreifach orthogonales Flächensystem 
darstellen. 

§ 34. Die Fundamentalgrößen eines dreifiich ortho- 
gonalen Flächensystems. Gleichungen von Lam^. 

Lam^ hat für ein dreifach orthogonales System wichtige 
Gleichungen aufgestellt. Wir erhalten diese auf die ein- 
fachste Art, wenn wir die sechs Fundamentalgrößen Ey 
Fy 6r, D, -D', B" für die einzelnen Flächen des Systems 
berechnen. Die Gauß-Mainardischen Gleichungen geben 
dann sofort die Lam^schen Gleichungen. 

Wir bezeichnen im folgenden alle auf die Flächen 
w= konst. bezüglichen Größen mit dem Index u und ent- 
sprechend für V und w. Es wird sich zeigen, daß sämtliche 
Fundamentalgrößen sich durch folgende drei Größen und 
ihre Differentialquotienten ausdrücken lassen. 

0) «-^a* ^-^(^)* ^-2(is)- 
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Das Linienelement zwischen den zwei Punkten 
{Uf Vy w) und (u + duy v + dv, w + dw) ergibt sich nun durch 

dS^= > [-;r—dU-{--;r-dV + -;r—dw] 

jL^ \(du dv dw I 

oder wegen (1) und § 33, (3) in der Form 

(2) ds^^B\du^^H\dv' + E\dw\ 

Aus (2) erhält man nun ffir die Fundamentalgrößen 
Eui Fu9 Gu der Fläche w=konst. bezüglich S|, 0, -HJ und 

Au=-^JEnGu—Fl = H^HQ. Wir haben daher 

(3) JEi = Jff8, 25^^=0, G^=n[, A^^H^H^y 

JEu,= B^f Fu,= Oy G„==Ii2y A„ = HiH^. 

Zur Ableitung der Fundamentalgrößen zweiter Ordnung 
stellen wir zuvor gewisse Relationen auf. DiflTerenziert man 
§ 33, (3) der Heihe nach partiell nach Wy u^ v, so folgt 

"^dx d^x ^dx d^x _^ 
.^jdudvdw j^dvdudw ' 

'^dx d^x ,\r^^^ ^^^ __/x 
j^dvdwdu j^dwdvdu ' 

^sr^dx d^x .\^^^ ^^^ _ /x 
j^ dwdudv j^ du dwdv 

Zieht man von der halben Summe dieser Gleichungen 
jede einzelne ab, so ergibt sich 

. "^ö^ 8^x _ -^dx d^x ^dx d^x __^ 

^ ^ .^ du dvdw ' -^ dv dwdu ' .^/ dwdu dv 

m 

Differenziert man weiter die zweite und dritte Gleichung 
von (1) nach Uy so folgt mit Beachtung von § 33, (3) 

-^dx d^x __ ^dx d^x _^ j^ dH^ 

^ dv dudv'~ ^ du dv^~~ ^ du ^ 

^Lj dwdudw ^^ dudw^ ^ du 
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Für die Richtungskosinus a«i K) Cu der Flächen- 
normalen der Fläche t« = kon8t. hat man cim-^u'Cu 

= -7^:-^:-7r- und anß^loe ffirdie Flächen t? = konst.,w = konst. 
du du du ° 

Aus (1) folgt nun 

1 dx X _ 1 ^y ^ 1 dz 

'"''^H^d^' ^"^:^ö^^ '"''^H^d^' 

^^^ '*'"~:^e^' ^''^s^J^' ^'^H'^'d^' 

_ 1 ö^ , 1 dy _ 1 dg 

''''^H^d^' ^'"'^Hseii' ^""^^d^' 

Beachtet man nun, daß für die Fläche u = konst. v und 
u> die Parameter sind, so erhält man nach § 2, (13) und 
(4) — (5) für die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung 

^ d^x _ 1 yjTidxd^x E^dH^ 

^'*^jZ^'''d^^H^^dudv^~ H^l^' 

7)'— "V ^^^ = ^ ^ ^x d^x 
^^^ ^dvdw'~ H^^ dudvdw~^ ' 

T)-^S^n ^_JL V^^ gs^^s 

^- ^««0^2 H^Zjdudw^^ H^ du * 

Durch zyklische Vertauschung erhält man hieraus 
(i) n,^ ^ g^ , ay„~u, xr,- ^^ ^^ , 

H^ dw Hq dw 

Da nun für die Fläche t^ = konst. Fn = 0, 1)^ = ist, 
so folgt aus § 3, Satz 3, daß die Parameter v, w für diese 
Fläche die Parameter der Elrümmungslinien sind. Analoges 
gilt für die andern Flächen. Dies ist der schon in Bd. I, 
§ 24 bewiesene 

Satz von Dupin. Die Flächen eines dreifach 
orthogonalen Flächensystems schneiden sich nach 
Krümmungslinien. 
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Für die Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche 
w = konst., die wir mit Ruv und JB„«, bezeichnen^ erhält man 
nach § 3, (19) 

R^ff SiS^ du Huw -^i-^^ ^^ 

dabei ist Ruv der Krümmungshalbmesser für die Krümmungs- 
linie t? = konst., Ruw der für die Krümmungslinie w;=kon6t. 
Die analogen Größen für die andern Flächen erhält man 
durch zyklische Vertauschung aus (8). 

Wir wenden nunmehr die Mainardischen Gleichungen 
§ 15, (7) auf die Flächen «i = konst, «; = konst, tc; = kon8t. 
an. Die sechs Gleichungen reduzieren sich auf die drei 

folgenden 

^ e^H^ _ 1 BH^ dH^ 1 dH^ 8H^ 

dvdw H^ Sw dv Hq dv dw ' 

(9) ^'^ 1 SSs^S, 1 ÖH^dE, 

^ dwdu Hq du dw H^ dw du ^ 

d^Hs 1 dH^ dHs , 1 dH^ dH^ 



dudv H^ dv du H^ du dv 

Endlich gibt die Gau ß sehe Gleichung § 15, (8) für die 
Flächen des orthogonalen Systems 

d ( 1 dHA d (1 dH,\ \ dH^dH, 
dvXH^ dvrdw\H^ dwrE\^u du ' 

,10, fii.m+fi^m+i^t^iäL.0, 

^ ' dw\H^ dw I du\Hi du / Jj[l dv dv 
d (1 dHA d (1 dEA 1 dH,dH, 
du\Mx durdvXH^ dvrE\^^~^f 

Die Gleichungen (9) und (10) sind die Lameschen 
Gleichungen. Ihnen müssen die drei Funktionen H^yH^yH^ 
genügen. Sie sind von fundamentaler Bedeutung für die Lösung 
der Aufgabe, das allgemeinste dreifach orthogonale 
Flächensystem zu finden. Man hat zu diesem Zweck 
zunächst die Gleichungen (9) und (10) zu integrieren und 
so die Funktionen H^, H^, H^ zu bestimmen. Bildet man 
nunmehr die Gleichimgen § 2, (19), (20) für die Flächen 
t« = konst., t? = konst, w = konst., so erhält man mit Be- 
achtung von (6) 

Kommereil, Theorie der Raamkurren. II. 11 
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gq« L^ L^ 

du "" H^ dv ^' H^~d^^* 

öo. _ 1 afl; 

8a^ 1 SH^ 

du "H^ dw *"' 

da^ _ 1 ÖH^ 
dv H^ du 



a^, 



dv ^ H^ dw ^' 

dttu 1 dJH^ 
~dw^H[~d^^'" 

da„ 1 dH^ 

dw^II^~W^'" 

da„ L^ J_ö^8 

dw^ H, du ^" if, dv ^" 

Dieselben Gleichungen gelten für h^y h^^ h„ und c«, c^, c^. 
Das System (11) ist integrabel^ da (9) und (10) die Inte- 
grabilitätsbedingungen hierfür sind*) (vgl. § 15, S. 90). 
Kennt man a^, dp, a„ als Integrale von (11), so ist, da 

i_ /£»\ 1 dx 1 dx 1 dx , ^ 

nach (6) «« = ;^^, ^^^J^' '^"W^d^ '^*' 

(12) X =^j{a„ Hl du + at,H2dv + a„ Jffj ^^)' 

Auf analoge Weise erhalt man y und e als Funktionen 
von u, v, w und damit das allgemeinste dreifach orthogonale 
System. 

Anmerkung. Nach dem Satz von Bonnet §15^ S.91 entspricht 
jedem Tripel von Funktionen H^y S^j H^y die den Gleichungen 
(9) und (10) genügen, nur ein einziges orthogonales Flächensystem. 

*) Man hätte z. B. zu bilden -^s- (^-^) = -;^— (-0-^) etc. Man 

dv\dul du\cv I 

erhält so gerade (9) und (10). 
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§ 35. Die Inrergioii durch reziproke Badien-Tektoren. 
Konforme Abbildung des Baumes auf sich selbst. 

In § 9^ S. 52 hat sich ergeben^ daß durch die Inversion die 
Ebene auf sich selbst konform abgebildet wird. Übertragen 
wir die Beziehung, die sich zwischen zwei Punkten in der 
Ebene ergeben hat, auf* den Raum, so erhalten wir die In- 
version für den Raum. Wir werden dabei finden, daß 
dadurch der Raum ebenfalls konform auf sich selbst ab- 
gebildet wird und daß daher aus einem dreifach orthogonalen 
Flächensystem durch Inversion wieder ein solches hervorgeht. 

Wir ordnen also jedem Raumpunkt P, der vom Ur- 
sprung die Entfernung r hat, einen andern Punkt P' auf 
OP dadurch zu, daß sein Abstand r' vom Ursprung mit 
dem Abstand r durch die Gleichung 

(1) ♦•' = V 

verbunden ist, wo c eine konstante Größe bedeutet. heißt 
auch hier das Zentrum der Inversion. AUe Punkte der 
Kus;el mit dem Radius gleich c um als Zentrum fallen 
mit ihren entsprechenden zusammen und alle Punkte imier- 
halb dieser Kugel haben ihre BUder außerhalb derselben 
und umgekehrt. Das Zentrum der Inversion ist ein sin- 
gulärer Punkt: ihm entsprechen alle unendlich fernen Punkte. 
Sind nun x, y, z die Koordinaten von P und w, v, w 
die Koordinaten seines entsprechenden P', der Ursprung das 
Zentrum der Inversion, so findet man ohne Mühe 

,^, c^u c^v c^w 



u^ + v^ + w^' ^~ u^ + v^ + w^^ '~ u^ + v^ + w'^' 

oder nach u, v, w au%el5st 

,^ . c^x c^y c^is 

(2 a) u = , v = , w = 

^ ^ X^ + y^ + 0^' X^ + y^ + 0i' X^ + y^ + 0^ 

Durch (2) ist jedem Koordinatentripel {x, y, z) ein solches 
in {u, Vf w) zugeoidnet. Einer Ebene 

Äx + By+C0 + D = O 

entspricht die Kugel 

c^Äu + Bv + Cw) + D {u^ + v^ + w^)':^0. 

11* 
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Ist aberD^O^ geht also die Ebene dorch das InversioDs- 
Zentrum^ so entspricht sie sich selbst. Der Kugel 

x^+y^ + 0^ + Ax + By+C0 + D=^O 

entspricht die Kugel (bzw. Ebene^ wenn D = 0) 

c^ + c^{Äu + Bv+Cw) + D{u^ + v^ + w*) = 0. 

Einer geraden Linie entspricht als Schnitt von zwei 
Ebenen ein Kreis als Schnitt der entsprechenden Kugehi, 
einem Kreis wieder ein Kreis. Nur einer Geraden (oder 
einem Kreis), die durch das Inversionszentrum geht, ent- 
spricht wieder eine Gerade. 

Wir beweisen nunmehr den 

Satz 1. Die einzigen konformen Abbildungen 
des Raumes auf sich selbst sind die Inversion und 
die Ähnlichkeit. 

Dabei verstehen wir wie in § 8 unter konformer Ab- 
bildung eiue solche, durch welche ein unendlich kleines 
Dreieck PQR in ein ihm ähnliches übergeführt wird. Wir 
wenden zum Beweise dieses Satzes die Ergebnisse des letzten 
Paragraphen an und werden zugleich erkennen, daß durch (2) 
ein dreifach orthogonales System von Kugeln definiert ist. 

Sind nun wie oben u, v, w die Konstanten eines Raum- 
punktes und X, y, z die des entsprechenden , so muß einem 
Linienelement, das durch (t^, t;, w) geht, ein Linienelement 
durch (x, yy z) entsprechen; diese Linienelemente aber müssen 
wegen der Konformität der AbbUdung einander proportional 
sein. Es muß also sein 

(3) dx^ + dy^ + ds^ = X'-^{du^ + dv^ + dw^, 

wo X eine Funktion von u, v, w ist. Nun sind x, y, z als 
Funktionen von u, v, w so zu bestimmen, daß diese in die 
linke Seite von (3) eingeführt, die rechte Seite ergeben. Da 
nun die KoefBzienten von dudv, dvdw, dwdu gleich Null 
sind, d. h. 

'i^dx dx ^ ^^dx dx __ '^^x dx ^ 

^Lj dudv j^ dv dw j^ dwdu 

ist, so folgt nach § 33, (3), daß x^y,» als Funktionen von 
Uy V, w betrachtet ein dreifach orthogonales Flächensystem 
bilden. Vergleicht man (3) mit § 34, (2), so hat man 

(4) H^^H^^H^^k-K 
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Es ist nun X in (4) als Funktion von u, v, w so zu 
bestimmen, daß H^, H^, H^ den Lameschen Gleichungen 
§ 34, (9), (10) genügen. Aus 34, (9) folgt so 

8'^X d^ X d^X 

' dudv dvdw dwdu ' 

aus § 34, (10) 

en dn _en dn _ en en 

Die Gleichungen (5) geben 

(7) X=U+V+W, 

wo U Funktion von u, V von v, W von w allein ist. Be- 
zeichnet man Ableitungen mit Strichen, so folgt aus (6) 
J7"= F''= TF" und weU u, v, w imabhängige Variable sind 

(8) D-''=F''=Tr"=-4^ 

c 

wo c eine Konstante ist, die wir zunächst als endlich 
voraussetzen. 

Aus (8) folgen als Integrale 



w-^{i^-<hy+c,}, 



wo die a, 6, c Integrationskonstanten sind. 

Führt man diese Funktionen in (7) und (6) ein, so er- 
gibt sich 02 + ^2 + ^ == 0. Man kann femer unbeschadet 
der Allgemeinheit statt u — a^, v — 6^, w — (\ bezüglich 
Uy V, w setzen, da dies nur einer Koordinatenverschiebung 
gleichkommt. Man erhält so 

und nach (3) 

^ ^ 1^1 (^2_|_^2_[„^2)2 
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Die FunktioDen fi^, ITg, H^ sind nunmehr ermittelt. 
Es ist nämlich 

wo abkürzend q^^ü^ + v^ + w^ gesetzt ist Jetzt sind die 
Gleichungen § 34, (11) zu integrieren; man erhält 

und endlich aus § 34, (12) 

wobei die zwei letzten Gleichungen ähnlich erhalten werden 
wie die erste. Die Gleichungen (10) stimmen aber mit (2) 
überein und definieren eine Inversion. 

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo c^ in (8) = <x> 
ist. Man zeigt leicht, daß dann U, V, TFund somit X Konstante 
sind. Hi,H2fHs sind ebenfalls konstantem und auch für 
die Richtungskosinus a„, a^, a„; K, b^, bu,; Cu, Cp, c„ erhält 
erhält man ans § 34, (11) konstante Werte. Da aber diese 
drei aufeinander senkrechte Gerade bestimmen, so sieht man, 
daß sie die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution 
(a,-, ßi, yi) sein müssen. Aus § 34, (12) folgt so 

y — yo = K «* + A ^+y2w^)»»> 

z—ZQ-=(a^u + ß^v-^y^w)m. 

Verschiebt man noch das X FZ- Koordinatensystem so, 
daß sein Ursprung in den Punkt a?o, y^y Zq gelangt, und dreht 
man das u, v, w Koordinatensystem, indem man setzt 

a^u + ßiV + ytW=^ufy a^u + ß^v + y^w^t/, 

asU + ßsV + yQW=^i4/, 

so folgt 

x = mu\ y = mi/, z^mu/. 

Durch diese Gleichungen ist aber der Raum auf sich selbst 
ähnlich bezogen. Damit ist der Beweis des Satzes 1 

Die Inversion erlaubt nun, aus dreifach orthogonalen 
Plächensystemen andere derartige herzuleiten, da bei der 
Inversion die Winkel erhalten bleiben, also speziell rechte 
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Winkel auch nach der Inversion rechte Winkel bleiben, 
unterwirft man daher ein dreifach orthogonales System 
einer Inversion, so erhalt man wieder ein dreifach ortho- 
gonales System. So bUden beispielsweise, wie man sich 
leicht überzeugt, die abwickelbaren Flachen der Normalen 
einer Flache F längs ihier Erammungslimen mit den 
Parallelflachen zu F ein dreifach orthogonales Flachensystem. 
Durch Inversion erhält man hieraus ein neues dreifach ortho- 
gonales System. F transformiert sich in F' und die trans- 
formierten der abwickelbaren Flächen schneiden daher aus 
F' nach dem Satz von Dupin § 34 die Erümmungslinien 
aus. Die Ej*ümmung:slinien von I fi:ehen daher in die 
Krümmungslinien von^ ^ über. 

Satz 2. Kennt man auf einer Fläche F die 
Krümmungslinien, so erhält man durch eine In- 
version eine neue Fläche Fy auf der man ebenfalls 
die Erümmungslinien kennt. 

§ 36. Die CycMen (Dupin). 

Wir wenden das am Schluß von § 35 Gesagte auf 
das dreifach orthogonale System von Kegeln^ Kugeln 
und Ebenen in § 33^ (2) an. Durch Inversion an einem 
beüebigen Inversionszentrum erhält man aus dem System 
der Kugeln und Ebenen zwei Kugelsysteme (§ 35). Um 
das Bild des Kegelsystems zu erhalten^ legen wir an einen 
der Kegel drei Tangentialebenen und betrachten, den Kegel 
als die Enveloppe aller Kugeln, die jene drei Ebenen be- 
rühren. Durch Inversion verwandeln sich diese drei Be- 
rührungsebenen in drei Kugeln, und die Kugeln, deren En- 
veloppe der Kegel ist, geben Kugeln, die stets jene drei Kugeln 
berühren: die Enveloppe dieser Kugeln ist das BUd des 
Kegels. Die Fläche nun, die von einem System von Kugeln, 
die stets drei feste Kugeln berühren, eingehüllt wird, heißt 
nach Dupin eine Cyclide. Wir haben daher den 

Satz 1. Das transformierte dreifach orthogonale 
System von Kugeln, Ebenen und Kegeln besteht 
aus zwei Kugelsystemen und einem System von 
Cycliden. 

Die Kugelsysteme schneiden aus den Cycliden nack 
dem Satz von Dupin die Krümmungslinien aus; diese be-- 



168 n. Abschnitt. Spezielle Flftohen. Strahlensysteme. 

stehen aber aus lauter Ejreisen^ da sie die Bilder der 
Krümmungslinien der Kegel^ also die Bilder von Geraden 
und Kreisen sind. 

Zur analytischen Darstellung des transformierten 
Systems nehmen wir eine spezielle Lage des Systems der 
Kugeln^ Ebei^en und Kegel gegen das Inversionszentrum 
an. Das Inversionszentrum möge der Ursprung des Koordi- 
natensystems sein, während die gemeinsame Spitze der 
Kegel im Punkt A der X-Achse im Abstand a vom Ur- 
sprung liegen und die gemeinsame Achse der Kegel mit der 
^Achse parallel sein möge. Nach § 33^ (2) haben wir dann 
für das dreifach orthogonale System der Kugeln^ Ebenen 
und Kegel 

(1) x = a-\-WQO%UQOBv^ y==wco^usixLVy z^wemu. 

Wird durch die Inversion der Raumpunkt {x,y,z) in den 
Punkt (a?!, yi, 0^ übergeführt, so hat man nach § 35, (2), 
wenn c=l gesetzt wird, 

^1 = ^9 I .,9 . -9^ Vi ~ ^9 . -.8 I -«^ ^1 — 



x^ + y'^ + z^' ^^ x^-\-y^ + z^' ^ x'^ + y^ + z^' 

Als Gleichungen des dreifach orthogonalen trans- 
formierten Systems erhält man so 

x^^{a + w cos«* cost;) : (a* + 2aw qobu cosv + w% 
(2) yi=w cos w sinv : (a^ -j- 2aw cosw cosi; + w% 
z^^^wsinu : (a2 + 2at<;coswcosi7 + t<;2). 

Die Cycliden sind hier die Flächen w = konst. 

Um einen Überblick über die Gestalt einer einzel- 
nen Cyclide (s. Fig. 34) zu erhalten, suchen wir die Bilder 
der Mantellinien des Kegels, aus dem die Cyclide durch 
Inversion hervorgegangen: Die Bilder der Mantellinien sind 
Kreise, welche alle durch den Ursprung und den Punkt 

x=^— der X-Achse hindurchgehen; denn der Ursprung ist 

das Büd aller unendlich fernen Punkte der Mantellinien, 

der Punkt x = — das Bild der Kegelspitze. Diese beiden 

Punkte sind daher für die Cyclide Knotenpunkte, d. h. die 
sämtlichen Tangenten an die Cyclide in einem dieser Punkte 
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bilden nicht eine Ebene (Tangentenebene) sondern einen 
Kegel ^ der wegen der Konformität der Abbildung offenbar 
mit dem Kegel, der die CycMe ergeben hat, kongnient ist 
(und parallel). Verschiebt man daher den Kegel parallel 

mit sich, so daß die Kegelspitze in den Punkt x=— der 



a 



X-Achse fällt, und zeichnet alle Kreise, welche die Mantel- 




Fig. 34. 



linien dieses Kegels in der Kegelspitze berühren und außer- 
dem durch den Ursprung gehen, so erzeugen eben diese 
Kreise die Cyclide. Daraus folgt, daß jede Ebene durch 
die X-Achse die Cyclide in zwei Kreisen schneidet; dreht 
man den einen um die X-Achse um 180^, so fällt er mit 
dem andern zusammen. 

Diese Kreise stellen die erste Schar der Krümmungs- 
linien der Cyclide dar — sie werden aus der Cyclide 
durch die eine Kugelschar, das Bild der Ebenenschar, aus- 
geschnitten. Da alle diese Ebenen durch die Kegelachse 



170 n. Absclmitt. Spezielle Flächen. Strablensysteme. 

gehen, so gehen alle Kugeln dieser Schar durch das Bild 
der Kegelachse^ d. h. den Kreis, der über dem Abstand der 
Knotenpunkte als Durchmesser in der XZ-Ebene beschrieben 
wird. Diese Kugelschar schneidet die Cyclide überall 
orthogonal. 

Die zweite Schar von Krümmungslinien — eben- 
falls Kreise — wird aus der Cyclide durch die zweite Schar 
von Kugeln^ die Bilder der konzentrischen Kugeln, aas- 
geschnitten. Die Mittelpimkte dieser Kugeln liegen alle auf 
der X-Achse. Da die zweite Kugelschar die erste Kreis- 
schar allenthalben orthogonal schneidet, so erhalt man die 
zweite Kreisschar am einfachsten auf folgende Weise: Man 
nehme auf der X-Achse einen beliebigen Punkt P außer- 
halb der Knotenpunkte an und ziehe an sämtliche Kreise 
der ersten Schar die Tangenten: der Ort der Berührungs- 
punkte gibt zwei Kreise <fer zweiten Schar. , "" 

Wir bemerken noch, daß durch jeden Kreis der ersten 
Schar eine Kugel geht, welche die Cyclide längs jenes Kreises 
berührt: es ist die Transformierte der Tangentialebene des 
Kegels, deren Berührungsmantellinie jenem Kreis entspricht. 
Ebenso geht durch jeden Kreis der zweiten Schar eine 
Kugel, welche die Cyclide längs dieses Kreises beriihrt: 
diese Kugeln sind die Bilder der Kugeln, welche den Kegel 
oder drei Tangentialebenen desselben berühren. Die Cyclide 
kann also auf zwei Arten als Enveloppe von Kugeln erzeugt 
werden. 

Endlich geht aus dem Gesagten hervor, daß die XZ- 
und die XF-Ebene sowie die Ebene senkrecht zur X-Achse 
durch die Mitte der Knotenpunkte für die Cyclide Synunetrie- 
ebenen sind. 

6. Strahlensysteme. 

§ 37. Deflnitioii. Formeln für Strahlensysteme. 

Mit der Theorie der Oberflächen ist eng verknüpft die 
Geometrie der Strahlensysteme, die wir hauptsächlich 
Kummer verdanken. 

Unter einem Strahlensystem oder einer Strahlen- 
kongruenz versteht man die Gesamtheit von oo^ Strahlen 
im Baume, die so verteilt sind, daß durch jeden Eaumpunkt 



X't'dJL...^. 
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ein Strahl (oder eine endliehe Zahl von solchen) mit einer 
bestimmten von Punkt zu Punkt stetig variierenden Richtung 
hindurchgeht. 

Um ein Strahlensystem analytisch darzustellen^ 
schneiden wir dieses durch eine beliebige Fläche, die alle 
Strahlen treffen möge und die 
Leitfläche des Systems heißt. 
Die Gleichungen der Leitfiäche 
schreiben wir in der üblichen Weise 
mit Hilfe der Parameter u und v in 
der Form 

Die Eichtungskosinus des 
Strahles (oder eines der Strahlen), 
der durch den Punkt (u, v) der 
Leitfläche geht, m^e X, Y, Z sein 
(s. Fig. 35). Sind diese als Funk- 
tionen von u, V gegeben, so ist da- 
durch jedem Punkt der Leitfläche 
ein Strahl (oder mehrere, falls X, 
Y, Z mehrdeutige Funktionen von 
Uy V sind) zugewiesen. Sind f, 
iy, f die Koordmaten eines Punk- 
tes P auf dem durch den Punkt {u^ v) der Leitfläche hin- 
durch gehenden Strahle, t die Entfernung (Abszisse) des 
Punktes P vom Punkt (u, v) der Leitfläche, so ist 




Fig. 86. 



(1) 



i^x + tX, ri = y + tY, I:^z + tZ, 

X24. ]p + Z3 = l. 



Dies sind die Gleichungen des Strahlensystems. 
Variiert in (1) ^ allein, so durchläuft der Punkt (f, 17, C) einen 
Strahl. Eine Gleichung von der Form 



(2) 



(p(«f, t;)=0 



greift aus den 00^ Strahlen 06^ Strahlen heraus: es sind die 
Strahlen längs der auf der Leitfläche liegenden Kurve 
<P (w, t?) = 0. Die Gleichungen (1) definieren daher in Ver- 
bindung mit (2) eine Begelfläche. 
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Ziehen wir durch den Ursprung des Koordinatensystems 
die Parallelen zu den Systemstrahlen und schneiden die 
Parallelen mit der Kugel 

x^ + y^ + 0^ = 1, 

so entpricht jedem Strahl ein Punkt der Kugel, den wir das 
sphärische Bild des Strahles nennen. Die Koordinaten 
des sphärischen Budes eines StraUes sind daher ofiPenbar 
X, Y, Z. 

Betrachten wir einen dem Strahl (1) unendlich be- 
nachbarten Strahl mit den Gleichungen 

^ ^ Ct^0 + dz + ti{Z+dZ), 

wo dx^-7r-du4'-?^dv etc. und wegen X^+Y^ + Z^=^l 

du dv ^ 

(4) XdX + Yd Y+ ZdZ^ 

ist, so sind von besonderer Wichtigkeit: 

1. Der kürzeste Abstand dp der beiden Strahlen, 

2. die Richtungskosinus 2, m, n dieses Abstandes, 

3. der Wert r der Abszisse i im Fußpunkt von 
dp auf dem Strahle (1). 

Diese Werte drücken sich aus durch die gegebenen 
Größen x^ y, z, X, Y, Z und ihre Ableitungen nach u, v. 
Es treten dabei gewisse Verbindungen dieser Ableitungen 
auf, für die wir folgende Abkürzungen einfuhren: 

^(ex^^ ^dXdx sr(ll.y r 

(5) _y'^^ = D, -^^§^ = 1)', 

^j du du ^d du dv 

^^ dv du ^' ^j dv dv 

Bezeichnet man mit dsQ das Linienelement des 
sphärischen Bildes des Strahlensystems, so ist 

(6) dsl = 2'dX* = Eo du^ + 2Fq dudv + Gq dv^ ; 
weiter ist 

(7) — HdXdx ==Ddu^ + (D' + Dl) du dv + I/'dvK 
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Wir bemerken sofort die Ähnlichkeit der obigen Aus- 
drücke mit den Fundamentalgrößen der Flächentheorie. In 
der Tat bilden ja die Normalen einer Fläche, z. B. der 
Leitfläche selbst ein Strahlensystem, das wir ein Normalen- 
system nennen. Für dieses bedeuten dann X, T, Z die 
Eichtungskosinus der Flächennormalen, die wir früher mit 
a, b, c bezeichnet haben oder die Koordinaten des sphärischen 
Bildes der Leitfläche. Eq, Fqj Gq bedeuten dann die Funda- 
mentalgroßen erster Ordnung für das sphärische Bild der 
Leitfläche, die wir in § 4 [mit denselben Buchstaben be- 
zeichnet haben. D, D', Di, 2)" bedeuten die Fundamental- 
größen zweiter Ordnung der Leitfläche, wobei noch D'=^Di 
wird, vgl. § 2, (13). Alle Resultate der allgemeinen Strahlen- 
systeme finden daher Anwendung auf die Flächennormalen 
der Leitfläche. Für ein allgemeines Strahlensystem wird 
der Leser die Größen Eq, Fq, 6fo, B, D', Di', D" nicht mit 
den Fundamentalgrößen der Leitfläcbe verwechseln. 

Nach dieser Bemerkung berechnen wir die drei Größen, 
die oben für zwei benachbarte Strahlen aufgeführt sind. 
Der Abstand eines beliebigen Punktes (f, rj, C) auf dem Strahl 

(I) von einem beliebigen Punkt {Si,fjty^i) auf dem Strahl (3) 
ergibt sich aus 

(8) dp^ = (i,--sy+{fj,-riY+(C,-cy, 

In dieser Gleichung sind t und ^ so zu wählen, daß 
dp in (8) ein Minimum wird. Nach den bekannten Regeln 
folgt 

(f,-i)x+(i;i-iy)r+{Ci-C)^=o, 

Aus diesen Gleichungen bestimmen wir t und ^ so, 
daß wir zugleich auch die Größen l, m, n, r erhalten. Zu- 
nächst ist 

(10) Si — i^ldp, ri^ — Yi = mdp, Ci—C = ndp. 

Aus (1), (3) und (10) folgt 

dx + X(ti^—{) + tidX^ldp, 

(II) dy+Y(ti^f) + t^dY^mdp, 

da + Z{tj^—{) + t^dZ=ndp, 

und aus (9) und (10) 
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.-pv IX+mY+nZ^O, 

^^"^^ ldX+mdY+ndZ=0. 

Die Gleichungen (12) enthalten den bekannten Satz^ 
daß der kürzeste Abstand dp auf den beiden Strahlen senk- 
recht steht Multipliziert man die Gleichungen (11) der 
Reihe nach mit X, F, Zund addiert, so folgt nach (1), (4) und 
(12) ^ — 1= — 2Xdx, woraus sich ergibt^ daß t^ und t sich 
nur um eine unendlich kleine Große der ersten Ordnung 
unterscheiden. Wir können also setzen: ^— ^ = r. Multi- 
pliziert man nunmehr die Gleichungen (11) bezüglich mit 
dX, dY, dZ und addiert, so folgt nach (1), (4) und (12) 

Endlich multipliziere man die Gleichungen (11) der 
Keihe nach mit l,m,n, worauf nach Addition kommt 

(14) dp = Idx + indy + ndz; 

hierbei sind die Bichttmgskosinus l,m,n aus (12) und 

(15) P + m2 + n2=l 

zu bestimmen und in (14) einzutragen. Zu diesem Zwecke 
berechnen wir zuerst die Determinante 



(16) 



X Y Z 

dX dT dZ 



H. 



Durch Quadrieren von (16) findet man leicht mit Benutzung 
der obigen Gleichungen 

(17) H^^dX^ + dY^ + dZ^^ds^. 

Die drei Gleichungen (12) und (16) sind in lym,n linear 
und geben for die Sichtungskosinus Z,m,n die Werte 

Hl=YdZ—ZdY, Hm^ZdX—XdZ, 
(18) 
^ ^ Hn^XdY—YdX. 

Aus den Gleichungen (13), (14) und (18) ergeben sich 
die gesuchten Größen. Wir formen diese Gleichungen noch 
ein wenig um und zwar zunächst (18). Hierzu benutzen 
wir die Identitäten § 4, (9) und zwar für die Kugel X* + Y* 
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- {-Z^=l; w ir haben also afb,c durch X, F,Z und A durch 

y J^o 6^0 — -^0 2^ ersetzen, außerdem ist Jfe = l; aus den 
resaltierenden Gleichungen folgert man leicht die Identi- 
täten 

^dz jST Eq ex j; dx 

sowie die vier analogen, die hieraus durch cyklische Ver- 
tauschung von XfYfZ hervorgehen. Nach (17) und (18) 
ist nun 

\ du du/ \ cv ovl 

dsQ 

Hieraus und aus (18) folgt nnn für die Richtungskosinus 
7,m,n des kürzesten Abstands dp 



l 



-(^^-^•if)*'+(^-if-«'if)*" 



(20) ds^yE^G^-I% 

m^=B • • . , 

ti= ... , 

wobei man m und n erhält, wenn in dem Ausdruck für 7 X 
durch Y bezw. Z ersetzt wird. Setzt man aus (20) in (14) die 

Werte für l,m,n ein und ersetzt dx durch -7r—du+-x-dv\iBw^ 

du cv 

so erhält man für 4en kürzesten Abstand dp der beiden 

benachbarten Strahlen nach (5) 

,2j> ^ 1 Ddu + I/dv Didu + IT'dv 

dsoiEoGo—Fl JEodu + Fodv F^du+G^dv 

Endlich erhält man für die Abszisse r des kürzesten 
Abstands auf dem ersten Strahl aus (13), (6) und (7) 

(22) Bdu^ + {iy + B^dudv + ly'dv ^ 

^ ^ ^ Eodu^ + 2Fodudv+Godv^ 



0. 



176 n. Abschnitt. Spezielle FlAohen. Strahlensysteme. 

§ 38. Anwendmig auf Normaleiisysteme. 
Malus-Dnplnseher Satz. 

Wir wenden die Formeln des § 37 zunächst auf das 
Normalensjstem der Leitfläche an. Es ist dann, wie 
oben bemerkt^ iy = Di. Wir fragen zuerst: 

In welchen Richtungen schneiden sich zwei 
konsekutive Flächennormalen? 

In diesem Falle ist in § 37, (21) dp=^0. Beachtet man 
die Gleichungen § 4, (ß), so folgt hieraus leicht 

Ddu + I/dv I/du + iy'dv 

Edu + Fdv Fdu +Gdv 

Dies ist aber nach § 3^ (10) die Differentialgleichung 
der Krümmungslinien der Leitfläche. Also nur in den 
Hauptkrümmungsrichtungen einer Fläche schneiden sich 
konsekutive Flächennormalen (vgl. Bd. I^ § 19, S. 84). 

Wir untersuchen femer die Bedeutung von r für 
ein Normalensystem. Aus § 37^ (22) und § 4, (6) folgt 

r L 

ds^ 
Nach Bd. I^ § 22, (2) ist aber -jr- der Krümmungsradius des 

Normalschnitts längs ds. Bezeichnen wir diesen mit B, so 

Aus dieser Gleichung berechnet sich einfach die Abszisse r 
des kürzesten Abstands für zwei konsekutive Flächennormalen 
längs einer Richtung^ der der Krümmungsradius B des zu- 
gehörigen Normalschnitts entspricht^ B^ und IZg bedeuten 
dabei die Hauptkrümmungshalbmesser. Für B = Bi folgt 
r = Bi, ebenso für B = B2 r^B^, wie zu erwarten war. 
Für JR = oo folgt r = 0, d. h. zieht man in den Endpunkten 
eines Linienelements einer Asymptotenkurve die Flächen- 
normalen, so ist dieses Linienelement selbst der kürzeste 
Abstand der beiden Normalen. 

Wir fragen weiter: Welches ist die Bedingung dafür, 
daß ein gegebenes Strahlensystem ein Normalen- 
system bildet? 
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Wir fuhren die Untersuchung nach Bianchi. Wenn 
das Strahlensystem 

(1) S = x + tX, rj = y + tT, C = ^ + tZ 

die Normalen einer Fläche bUdet, so muß sich t als Funktion 
von u, V so bestimmen lassen^ daß die Gleichungen (1) nun* 
mehr eine Fläche darstellen, welche die Systemstrahlen senk- 
recht schneidet. Da also in diesem Fall X, Y, Z die 
Richtungskosinus der Normalen jener Fläche sind, so muß 

(2) Xdi + Ydrj + ZdC = 

sein. Setzt man die aus (1) sich ergebenden Werte für 
dS, dt], dC in (2) ein und beachtet, daß 2:X^=1, üXdX^O 
ist, so folgt 

dt + 2Xdx = 
oder 

Die rechte Seite von (3) muß wie die linke ein totales 
Differential sein, es muß also 



v\^ du) du\^ dv) 



d 
sein. Hieraus aber folgt sofort 

(4) D' = Dl, 

also 

Satz 1. Die Gleichung (4) ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür^ daß (1) ein 
Normalensystem ist. 

Ist (4) erfüllt, so ergibt sich t aus (3) in der Form 

(5) ,— /{{2'x|^)^»+(2'^|f)«'} + t«-t. 

Führt man diesen Wert von t in (1) ein, so erhalt man 
die Gleichungen der Fläche, deren Normalen das Normalen- 
system bilden. Wegen der willkürlichen Konstanten in (5) 
erhält man eine ganze Schar von Flächen (Parallelflächen), 
welche das Strahlensystem (1) orthogonal schneiden. 

In der geometrischen Optik spielen die Normalen- 
systeme eine ganz besondere Rolle. Beispielsweise bilden alle 

Kommerell, Theorie der Raumkanren. II. 12 
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Lichtstrahlen^ die von einem leuchtenden Punkt ausgehen^ 
ein Nonnalensystem. Erleiden nun diese Strahlen an einer 
Flache (LinsenBäche) nach dem Snelliusschen Brechungs- 
gesetz eine Brechung^ so bilden die gebrochenen Strahlen 
ein Strahlensystem 9 das wiederum ein Normalensystem ist. 

Es gilt nämlich der 

Satz 2 (von Malus-Dupin). Erleidet ein von 
Lichtstrahlen gebildetes Normalensystem eine be- 
liebige Anzahl von Reflexionen oder Brechungen, 
so bleibt es stets ein Normalensystem. 

Um diesen far die Optik wichtigen Satz zu beweisen, 
zeigen wir zunächst, daß ein Normalensystem nach einer 
Brechung an einer Fläche — der Leitfläche — wiederum 
ein Normalensystem ist. Dabei setzen wir natürlich voraus, 
daß die Leitfläche keine der Orthogonalflächen des Strahlen- 
systems ist. Das Normalensystem (1), für das D' = Di gWi, 
erleide also an der Leitfläche eine Brechung und gehe über 
in das Strahlensystem 

(6) fi-a;+^Xi, m=y+^Yu Ci=^+t,z^. 

Ist nun € der Winkel, den der Strahl (X, Y, Z) des 
Systems (1) mit der Flächennormalen, (a, h, c) im Punkt P 
der Leitfläche bildet und ebenso e^ der Winkel, den der 
gebrochene Strahl (X^, Y^, Z^) mit der Flächennormalen 
bUdet, so muß nach dem Snelliusschen Brechungsgesetz 

sin € =» 91 sin e^ 

sein, wo n der Brechungsindex ist; außerdem müssen die 
Strahlen (X, F, Z), (Xj, F^, Z^) und (a, 6, c) in einer Ebene 
liegen. Daraus folgt leicht, daß 

(7) aw;=-X+wXi, bw=Y+nY^, cw=^Z+nZj^ 

ist, wo w ein Proportionalitätsfaktor ist. Aus der ersten 
Gleichung erhält man durch Differenzieren 

6a . dw dX . ßX, 
^ du du du du 

jedesmal die analogen Gleichungen, so folgt 
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'^da dx dw ^ dx ___ ^dXdx y^dX^dx 

^ ^ ^^dudv du ^^ dv~^j^dudv ^d dudv^ 

^^da dx dw ^ dx _ ^dXdx ^ dX^ dx 
^L ßv du dv jLa du ^j dv du ^d dv du 

Nun ist für die Leitflache nach § 2, (13) 



y^r^da dx ^^ da dx 
j^dudv j^ dv du 



und nach § 2, (9) 

.üU dv jLj du 

Außerdem ist wegen (4) und § 37^ (5) 

^^-^dXdx ^^^dXdx 
jL^ du dv ^d dv du 

Aus (10) und (11) folgt daher durch Subtraktion 

^^dX^dx ^^^dX^dx 
^d du dv j^ dv du 

Für das Strahlensystem (6) ist also die Bedingung (4) 
erfüllt : dasselbe ist demnach in der Tat ein Normalensystem.; 
Der Beweis für eine Reflexion an der Leitfläche ist der- 
selbe^ nur hat man n^ — 1 zu setzen. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Anmerkung. Die Flächen, welche das gebrochene Strahlen- 
system orthogonal schneiden, erhält man, wenn in (5) für X, Y, Z 
bezü^ch Xi, Yi, Z\ gesetzt wird. Nimmt man aus (7) die Werte 
von A\y Yi, Zi, so folgt aus (5) 

fi = — -t i 

n 

abgesehen von einer additiven Konstanten. Nun war t das Stück 
des Strahls (X, F, Z) von (1), gemessen von der Leitfläche bis zu 
einer der Orthogonalflächen des Strahlensystems; trägt man Ton> 
diesem Stück den nten Teil auf dem gebrochenen Strahl Xi, Yi, Z\ 
von (6) in passendem Sinn ab, so erhält man einen Punkt einer. 
Orihogonalfläche für das gebrochene Strahlensystem. Dies ist' 
ebenfalls ein bekannter Satz aus der Optik. ^ 

12* 



j 
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§ 39. Orenzpunkte and Hauptebenen. Isotrope 

Strahlensysteme. 

Wir kehren zur Betrachtung der aligemeinen Strahlen- 
Systeme zurück und bestimmen aus § 37, (22) die extremen 
Werte von r (der Abszisse des kürzesten Abstandes). Man 

hat in jener Gleichung ^ als variabel zu betrachten und 

erhalt als Bedingung des Maximums bezw. Minimums von r 

J)du + {^^^^^^^dv — r(E^du^F^dv) = Q 

{^L!^!L\iu-\-B''dv — r[F^du^G^dv)^Q. 

Durch Elimination von du^ dv aus (1) erhalt man für 
die extremen Werte von r die quadratische Gleichung 

{EoGo-F^r^-{iy'JEo-{D'+DOF, + DGo}r 

<2' +i,i,»_(^!:+«)'_o. 

Sind T]^ und r, die Wurzeln dieser Gleichung, die^ wie 

man leicht zeigte stets reell und im allgemeinen voneinander 

verschieden sind^ so werden dadurch auf dem Strahle (u, v) 

zwei Punkte definiert, die man die Grenzpunkte des 

Strahles nennt, weil offenbar der Fufipunkt des kleinsten 

Abstandes des Strahles {u, v) von jedem benachbarten 

zwischen diese Grenzpunkte fällt. 

di4 
Eliminiert man aus (1) r, so folgt für -j- die quadratische 

Gleichung ^^ 

{ (^--^) -^0 - ^i^o } du^ + {d''Eo - Döo} du dv 

durch welche in jedem Punkt (u, ^) der Leitflache zwei 
Sichtungen definiert werden: sucht man nun für den Strahl 
(u, v) den B\ißpunkt des kürzesten Abstandes zwischen ihm 
und den in diesen Bichtungen folgenden Strahlen, so erhalt 
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man eben die Grenzpunkte. Geht man auf der Leitfläche 
immer in den durch (3) definierten Richtungen weiter, so 
erhält man auf dieser ein doppelt unendliches Kurvensystem 
und (3) stellt die DifiRerentialgleichung dieses Systems dar. 
Wählt man zur Vereinfachung die Kurven dieses 
Systems als Parameterkurven der Leitfläche, so 
müssen die Koeffizienten vondu^ und dv^ in (3) identisch 
verschwinden. Hieraus folgt für diese speziellen Parameter- 
kurven 

(4) JPo^O, D^+Di^O 

(vgl. auch die Bemerkung unten). Die Gleichung § 37, (22) 
hat jetzt die Form 

__ Ddu^ + D''dv^ 

^^ ^^ E^du'^ + G^dv^' 

Hieraus folgt mit dv=0 bzw. du = Q fär die Ab- 
szissen r^ und r^ der Grenzpunkte 



T) B 



fr 



(6) ri = -^, ra = ^ 

Unter derselben Annahme (4) berechnen wir ferner 
nach § 37, (20) die Kichtungskosinus \y m^, n^ und I2, nt^, n^ 
fiir die Richtungen der kleinsten Abstände in den Grenz- 
punkten. Es folgt so mit dv = bzw. du^O 

1 ex _ 1 dY _ 1 dZ 

''~Wo~^' "^'"Wo^' '^'Wo'^' 

''- ^ du' "^^^ ^ du^ ''^- ys; du' 

Aus diesen Gleichungen und aus (4) folgt 

?i ?2 + ^1 ^2 + **i ^ = 
und der 

Satz 1. Die Richtungen der kürzesten Ab- 
stände in den Grenzpunkten eines Strahles stehen 
aufeinander senkrecht. 

Die zwei Ebenen durch den Strahl, welche durch 
diese zwei kürzesten Abstände gelegt werden können, heißen 
die Hauptebenen des Strahles: die beiden Hauptebenen* 
stehen daher aufeinander senkrecht. 
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Beseiohnet man mit <o den Winkel, den der kleinste 
Abstand dp des Strahles {u, v) vom Strahl (u + duy v + dv) 
mit dem kürzesten Abstand im ersten Orenzpunkt (dv^O) 
bildet, so hat man oos a> » 22^ + mm^ + nn^ und daher nach 
§ 37, (20) 

jE?o du^ + Qq dv* Eq du* + Q^ dv* 

Aus diesen Gleichungen und (5), (6) folgt die Hamil- 
tonsche Gleichung 

(7) r « fj cos* Ol + r, sin* o). 

Anmerkung. An die Gleichung (3) knüpft sich noch eine 
Bemerkung an: (3) wird n&mlich für alle Werte d^idv befriedigt 
und darum illusorisch, wenn 

(8) D'.-^^iD''^E,iF,ia,, 

Für diesen Fall folgt aus § 37, (22), daß die Abszissen der 
Fußpunkte der kürzesten Abstände alle einander gleich werden 
und daß die beiden Grenzpunkte zusammenfallen: Die Fuß- 
punkte sämtlicher Minimalabstände des Strahles (u, v) 
Von allen benachbarten Strahlen dieses speziellen 
Strahlensystems fallen in einen Punkt des Strahles 
(u, v). Piese merkwürdigen Strahlensysteme heißen isotrope 
(Bibaucour). 



§ 40. Abwickelbare Flächen, Brennpunkte der 

StraUensysteme. 

Jede Gleichung von der Form 

(1) <^{UyV)^0 

scheidet aus dem Strahlensystem oo^ Strahlen aus; diese 
bilden eine Eegelfläche, vgl. § 37^ (2). Gibt es unter 
diesen Regelflächen abwickelbare Flächen? 

Wir haben zu diesem Zweck die Bedingung aufzustellen 
daf ür^ daß der Strahl {u, v) den benachbarten (u + du, v + dv) 
schneidet. 

Setzt man in § 37, (11) dp = und multipliziert die 

Gleichungen der Reihe nach zuerst mit -=— , -ir—, -5—, 

ou ou ou 
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dann mit -;^, -z— , -=— und addiert beidemal, so folgt 

ov ov ov 

wegen 2x|J=^X^=0 

D du + D' dv — Q(EQdu + FQdv)==0 
^"' Didu + D"dv — Q{Fodu+Godv) = 0, 

wobei för ti, das bis auf eine unendlich kleine Große der 
ersten Ordnung gleich t ist (vgl. § 37, 8. 174), q gesetzt ist: 
Q bedeutet also die Abszisse des Schnittpunktes der beiden 
konsekutiven Strahlen. Eliminiert man aus (2) q, so folgt 

D du + D' dv Eodu + Fodv 
Didu + D''dv Fodu+Godv 



(3) 



= 0. 



Diese Gleichung drückt in der Tat nach § 37, (21) aus, 
daß dp = ist Eliminiert man dagegen aus (2) duidv, 
80 erhält man 

(4) Q' (^0 G, - Fl) - Q [D-^o - (!>'+ DO Fo + D G,] 

Die Differentialgleichung (3) definiert nun auf der Leit- 
fläche zwei Kurvensysteme: die Strahlen des Systems längs 
dieser Kurven bilden die abwickelbaren Flächen, deren 
Gleichungen (1) man durch Integration von (3) erhält. Also 

Satz 1. Die Systemstrahlen lassen sich in zwei 
(reelle oder imaginäre) Scharen abwickelbarer 
Flächen zusammenfassen, indem durch jeden Strahl 
zwei abwickelbare Flächen hindurch gehen. 

Für einen Strahl des Systems gibt es daher zwei un- 
endlich benachbarte Strahlen, die ihn schneiden: die Abszissen 
Q^ und ^2 der beiden Schnittpunkte P^ und Pg sind die 
Wurzeln von (4). Diese Punkte nennt man die Brenn- 
punkte des Strahles: für ein optisches Strahlensystem 
sind die Brennpunkte die Orte größter Licht- und Wärme- 
konzentration, daher der Name. Die Brennpunkte können 
reell oder imaginär sein. Aus (4) und § 39, (2) folgt 

(5) ^1+^2=^1+^2 

(Oj VI 2; v^i ^2; E^G^_Fl 
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Aus (5) ergibt sich^ daß der Mittelpunkt der Grenzpunkte 
mit dem Mittelpunkt der Brennpunkte zusammenfällt. Dieser 
Punkt heißt daher der Mittelpunkt des Strahls und der 
Ort der Mittelpunkte die Mittelfläehe. Die Brennpunkte 
liegen innerhalb der Grenzpunkte, wie aus (6) und der 
Definition der Grenzpunkte hervorgeht. 

Die Brennpunkte fuhren noch zu zwei Ebenen, den 
Brennebenen: es sind die Ebenen durch den Strahl und 
die beiden benachbarten durch die Brennpunkte gehen- 
den Strahlen. Um die Lage der Brennebenen zu den Haupt- 
ebenen (vgl. § 39, 8. 181) und den Winkel Q der Brenn- 
ebenen zu bestinmien, wählen wir als Leitfläche des Strahlen- 
systems die Mittelfläche. Ist d der Abstand der Grenzpunkte, 
d der Abstand der Brennpunkte, so ist 

d d 6 d 

und die Hamiltonsche Gleichung § 39, (7) lautet 

(8) ^ ^ ö ^^^ ^ ^' 

Dabei bedeutet co den Winkel, den der kürzeste Ab- 
stand entsprechend der Abszisse r mit dem kürzesten Ab- 
stand im ersten Grenzpunkt (cd = 0) bildet. Aus (8) erhält 

man für ö> = 0, (o = —f (o = ^ der Reihe nach den ersten 

4 2 

Grenzpunkt, den Mittelpunkt und den zweiten Grenzpunkt. 

Sind nun (o^ und co^ die Werte*) für (o in den beiden 

Brennpunkten öi = ^, ^2= — ^y ^^ ^^^ ii2^ (8) 

(9) — = cos 2 a>i ; — -r = cos 2 cog. 

Die Brennebenen bilden nun mit der ersten Haupt- 

7t 7t 

ebene bezüglich die Winkel cOjl + — und cog + ö-^ ^^^ der 

*) Auch hei den Brennpunkten kann von einer Bichtung 
des kürzesten Abstands gesprochen werden^ da dieser nicht gleich 
Null 7 sondern nur unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. 
Die Bichtungen der kürzesten Abstände in den Brennpunkten 
stehen offenbar auf den Brennebenen senkrecht. 
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Winkel Q der beiden Brennebenen ist daher gleich co^ — w^. 
Aus (9) folgt 0)1 + CÜ2 = ^, woraus sich ergibt, daß die 
cb Brennebenen mit den Hauptebenen gleiche Winkel büden. 

'F. ji 

Es ist weiter fl^cog — ö>i = ^ — 2 coi und daher nach (9) 

u 

(10) 8inß = -T' 

Satz 2. Der Sinus des Winkels der Brenn- 
ebenen ist gleich dem Verhältnis des Brennpunkt- 
abstands zum Grenzpunktabstand. 

§ 41. Brennflächen. 

Die Brennpunkte fuhren weiter zu zwei wichtigen 
Flächen, den Brennflächen — dem geometrischen Ort 
der ersten bezw. zweiten Brennpunkte. Die Brennflächen 
werden auch durch die Rückkehrkanten der beiden Scharen 
von abwickelbaren Flächen (vgl. § 40) erzeugt und zwar die 
erste Brennfiäche B^ durch die Rückkehrkanten der ersten 
Schar, die zweite jBg durch die Rückkehrkanten der zweiten 
Schar. Diese Rückkehrkanten heißen die Brennlinien. 

Zur weiteren Untersuchung legen wir als Leitfläche 
die Mittelfläche zu Grunde; dieselbe möge durch die 
Gleichungen x = x(UfV), y^yiUfV), z = z(UjV) gegeben sein. 
Sind wieder X, Yy Z die Richtungskosinus des Strahls, a^, 
y^ , jSfi die Koordinaten des ersten Brennpunkts P^, der also 
ein Punkt von B^ ist, und ebenso x^, y^y ^2 ^^ Koordinaten 
des zweiten Brennpunkts P^ (auf B^), so lauten, wenn d 
wieder den Brennpunktsabstand bedeutet, die Gleichungen 
für B^ 

(1) x^=^x+-X, y^==^y + ^T, ^i==^ + -Z 

und die Gleichungen für J?, 

(2) x^=^x—-X, y^^y—^Y, z^^z-^-Z. 

Zur Vereinfachung setzen wir weiter voraus, daß auf 
der Mittelflache die Kurven, längs deren sich konse- 
kutive Systemstrahlen schneiden, die Parameter- 
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kurven u^konst, v = koiiet. seien (a. Fw. 36). Die 
StraUen längs der Kurven v — konst. bilden dann die eine 
Schar, die Strahlen längs der Kurven »^ckonst. dte andere 
Schar von abwickelbaren Flächen. Die ßäokkehikaiiten der 

.M -etnstfBmntlinif). 



•^ evnstJBrtn ntinif). 



abwickelbaren Flächen v = konst erfflUen dann offenbar 
eine der BreonMchen, sagen wir B^ und die Kanten der 
Flächen »=- konst. B^. Auf B^ sind also die Kurven 
v = konst, auf B^ die Kurven » = konst die Brennlinien. 

Ehe wir von (1) und (2) Gebrauch machen, leiten wir 
einige Sätze von den Brennflächen ab. Zunächst gilt offenbar 
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Satz 1. Jeder Systemstrahl berührt B^ und B^ 
in den Brennpunkten P^ und P^, und zwar berührt 
er in P^ die Brennlinie t;»kon8t. von B^, in P^ die 
Brennlinie M^konst. von P, (ß* ^^* 36.) Das Strahlen- 
system besteht daher auch aus der Gesamtheit der Tangenten 
der Brennlinien von P^ (und ebenso von Pg). 

Nehmen wir weiter längs einer Kurve t; = konst. der 
Mittelfläche zwei kousekutive Strahlen , so ist die Ebene 
dieser zwei Strahlen (Brennebene) Schmiegungsebene der 
Brennlinie t;=»koDst. durch P^ in B^. Diese Ebene ist 
aber offenbar auch TangentialebeDe von P, in Pg. Wir 
haben also 

Satz 2. Die Schmiegungsebene der Brennlinie 
t7»konst von Pj in P^ ist die Tangentialebene der 
Fläche P2 in P2 und analog für B^, P^ und P^, P^. 

Satz 3. Die Schmiegungsebene der Brennlinie 
in Pj^ auf Bi ist die erste Brennebene^ die Tangential- 
ebene in Pj an P^ die andere, ihr Winkel ist daher 
der Winkel ü der Brennebenen. 

Die Schmiegungsebenen der Brennlinie v = kon8t. von 
Bi bilden eine abwickelbare Fläche, die auch erhalten wird, 
wenn man alle Tangentialebenen an P^ längs der Parameter- 
linie t;»konst. von P2 legt. Da nun die Erzeugenden 
dieser abwickelbaren Fläche die Schnitt^eraden konsekutiver 
Tangentenebenen von Pg sind und die Richtung der Kurven 
u — konst. auf Pg angeben, so folgt nach Bd. I, § 19, S. 82. 

Satz 4. Die Parameterlinien bilden auf den 
Brennflächen ein konjugiertes System. Oder die 
beiden Scharen von abwickelbaren Flächen schnei- 
den jede der Brennflächen in einem konjugierten 
System. 

Weiter gut offenbar 

Satz 5. In der sphärischen Abbildung des 
Strahlensystems ist der Winkel der Kurven auf 
der Kugel, die den Parameterkurven entsprechen, 
in jedem Punkt gleich dem Winkel Q der Brenn- 
ebenen des betreffenden Strahles. 

Anmerkung. Der Leser bemerkt die große Ähnlichkeit 
dieser Sätze mit den Sätzen über die beiden Mäntel der Centra- 
fläche (vgl. § 16). In der Tat sind diese letzteren für das 
Normalensystem einer Fläche identisch mit den Brennflächen^ 
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da hier die abwickelbaren Flächen von den Flächennormalen 
längs der Krümmungslinien gebildet werden. Für ein Normal- 
system ist weiter nach § 38, (4) D'=D[ und daher nach § 40, (6) 

d = S und nach § 40, (10) i2 = — . Die Brennpunkte fallen also 

mit den Grenzpunkten zusammen (es sind die Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte) und die Brennebenen (Hauptschnitte) stehen auf» 
einander senkrecht. Umgekehrt ist jedes Strahlensystem, 
für das die Grenzpunkte mit den Brennpunkten zu- 
sammenfallen, notwendig ein Normalensystem; denn 
mit d= d folgt aus § 40, (6) D'=D(, womit nach § 38, (4) das 
Gesagte bewiesen ist. 



§ 42. Psendosphärische Strahlensysteme. 

Von besonderem Interesse sind solche spezielle 
Strahlensysteme, für welche der Abstand d der Brenn- 
punkte und der Abstand d der Grenzpunkte je kon- 
stanten Wert besitzen. Diese Strahlensysteme heißen 
pseudosphärische Strahlensysteme^ weil der Satz gilt 

Satz 1. Die beiden Brennfiächen eines pseudo- 
sphärischen Strahlensystems sind pseudosphärische 
Flächen, d. h. Flächen von konstantem negativem 
Krümmungsmaß. 

Beweis. 

Unter denselben Voraussetzungen wie in § 41, S. 185 
haben wir für die beiden Brennflächen B^ und B^ 






(2) x^^x — ^X, y2-=^y — ^Yy ^2=^ — 2^* 

Für unsem Fall ist d eine Konstante» Die Kurven 
V = konst. sind die Brennlinien von JB^, die Kurven u = konst. 
die von B^ (s. F^. 36). Nach § 37, (6) haben wir für das 
Linienelement des sphärischen Bildes des Strahlensystems 



dsl=^l.dX^ = EQdu^+2F^dudv + GQdv 



2 



und für den Winkel Q der Parameterkurven der Kugel, 
der nach § 41, Satz 5 gleich dem Winkel der Brennebenen 
ist, nach § 1, (18) 
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(3) co8fl=-=^, 8infl=^^^^3. 

Da nun d und d konstant sind, so ist nach § 40^ (10) 
auch Q konstant. 

Wir bilden nun die 6 Fundamentalgrößen ffir B^ und B^» 
Dabei versehen wir alle auf JB^ bezüglichen Großen mit 
dem Index 1^ alle für jBg mit dem Index 2. Da die 
Richtungskosinus der Tangente an die Brennlinie v = konst. 

im Punkt P, von Ä proportional mit -rr-^, -^^ -^ 

'^ ^ du du du 

[§ 1, (17)] und andererseits nach § 41, Satz (1) bezüglich 

= X, T, Z sind, so ist 

(4) J^ = ^ + |i^ = AX, 
^ ' du du 2 du 

und analog 

^^^ ~W~^~2 dv ~^^^ 

wobei (5) ausdrückt, daß der Strahl die Brennlinie u = 
konst. von B^ berührt; X und /i sind Proportionalitäts- 
faktoren. Für y und z gelten die entsprechenden Gleichungen. 

d^cc 
Bildet man aus (4) und (5) ^ — ^, so folgt 

(6) X — - ^+x(^-^]^d^^^ 

^ dv du \dv du) dudv 

nebst den analogen Gleichungen in Y und Z. Nun ist für 
die Bildkugel nach § 4, (14) 

^ ^ du dv du dv 

wo pif qo die in § 1, (22) angegebene Bedeutung haben, 
aber für das Linienelement der Kugel gebildet sind. Aus 
(6) und (7) folgt 

,dX dX ^ ^IdX dfA \( ,dX ^ ,dX -^ ^\ 
dv ^ du \dv du] v du dv I 

nebst den analogen Gleichungen in Y und Z, Multipliziert 
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man nun einmal mit -tt-j dann mit -7r-> und addiert jedes- 
mal die analogen Gleichungen, so folgt nach § 37^ (5) und 
wegen ^X^=.^X-^ = 

IGo—fiFo'-dipiFo + qiOo) 
und hieraus 

(8) X = dqo, /i=- — dpi. 

Aus (4), (5) und (8) erhalten wir 

Nun ist nach (5) -;r-^ = AX und nach (1) 

du 

dv dv 2 dv 
und daher nach (8) und (9) 

(.0) ^->,iX, ^ = ,(-^X+^ 

nebst den analogen Gleichungen für y^ und e^. 

Für die Fundamentalgrößen erster Ordnung E^, 

J^i, (?! von Bi erhalten wir aus (10) 



'1 =^ i-äiTJ 



^, = ;>.^r^ etc. 



(11) ^^ = ^'9.^' -^1 <**«^«o, Gr = d*(p^ + Gj, 

M=E,G,-Fl^d*q^ao. 

Um auch die Fundamentalgrößen zweiter Ord- 
nung aufzustellen! haben wir nach § 2, (13) zunächst die 
Richtungskosinus a^, \y q iur die Normale der Fläche Bi 
zu bilden. Diese ist nach § 41^ Satz 2 parallel der Bino]> 
malen der Kurve w = konst. von -Bg, steht also senkrecht 
auf zwei konsekutiven Tangenten derselben, d. h. es be- 
stehen die Gleichungen 

(12) . Oj^X + b^Y+c^Z^O, 
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(13) 



«1 



dX 

dv 



dY 



ez 



+ h-^ + ci-^ = o, 



dv 



dv 



die eich aach aus (10) mit Berfioksiohtigung von § 2, (9) 
hatten herleiten lassen. Aus (12) und (13) folgt nach 
Bd. I, EinL (14) und (15) und wegen a' + ^+c^ — l 



(U) 



«1 



n 



a \ dv 



^'S)' 



nebst den entsprechenden Gleichungen för h^ und e^, die 
sich durch zyklische Yertausohung ergeben. Weiter sind 
die zweiten partiellen Ableitungen von x^, y^, e^ nach u 
und V aus (10) zu bilden. Man erh£lt mit Benutzung 
von § 4, (14) 



ö«» 



= i (ffo' 



ex,^eqi 



2i\ 
ul' 



ö»a?i .( ,eX , ^dqi\ 

d^x, ( ex dpi dx dx 



du 

Beachtet man noch, daß nach § 2, (10) 

dX dX 



G.X 



)• 



(16) 



du 
dT 

du 

dZ 



dv 

dY 

dv 
dZ 



^\^yE,Go-F\ 



du dv 

ist, 80 erhält man nach § 2, (13) und mit Benutzmig von 
(12) — (16) für die Fundamentalgrößen zweiter Ord- 
nung von Bi 



(17) 



A = 



Dl'= 



ifGo 
dq'oyE,6o-FlfGo 



Di=0 



Die Werte von Dy und Di ergeben sich direkt; für 
jyi erhSlt man zunächst 
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(18) D. ^-^ 

Differenziert man jedoch die erste Gleichung (3) partiell 
nach V und beachtet^ daß Q konstant ist, so folgt mit § 1, (21) 

und (22)y daß po= — 9o ^r ^^f hieraus erhalt man den in 

(17) angegebenen Wert von Dl'. 

Die Fundamentalgrößen für B^ erhalt man aus (11) 
und (17), wenn man u mit v und d mit — d vertauscht 
(vgl. § 2, Anm. 1.) 

JE,^d^(qi' + Eo), F,= ^d^piqi, G, = d^pi', 
^'^^ Al^d^pi^Eo. 



dp',^E,G,-niE, 



(20) 



B^ -^"--^-^ ^^^ ^, Di-0, 







jj // ^ ^.Por -^o G^o — -f^o 



Aus Di = 0, DJ = ei^bt sich nach § 3, Satz 1., daß 
die Parameterlinien konjugiert sind, vgl. § 41, Satz 4. Wir 
bilden nun das Krmnmungsmaß 

für B^ und 52- Es folgt 

^-^^ (J^i^oGo 

und hieraus nach (3) und § 40, (10) 

(21) i, = Ä^ = _J^. 

Das Krümmungsmaß beider Brennflächen eines 
pseudosphärischen Strahlensystems ist somit kon- 
stant und zwar gleich dem negativen reziproken 
Quadrat des Abstands der Grenzpunkte. Damit ist 
der Satz 1. bewiesen. 

Wir führen noch zwei weitere interessante Sätze für 3^ 
und Dg an. Die Differentialgleichung der Erümmungslinien 
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ist^ nach § 3^ (10 a) gebildet^ für beide Brennflachen dieselbe 
nämlich 

Nennt man nun zwei Punkte P^ und P^ von B^ bezw. 
B^y die demselben Parameterpaar {u^ v) zugehören^ ent- 
sprechend, und ebenso zwei Kurven^ die durch dieselbe 
Gleichung 0{UyV)==O definiert sind^ so gilt also der 

Satz 2. Auf den beiden Brennflächen eines 
pseudosphärischen Strahlensystems entsprechen die 
Krümmungslinien einander. 

Die Differentialgleichung der As3miptotenlinien §«3, (6) 
ist ebenfalls für beide Brennflächen dieselbe, nämlich 

(23) jEo äu^ — G^o ä^^ =- 0. 

Bildet man endlich die Ausdrücke für die Linienelemente 
ds^ und ds^ der Brennflächen^ so erhält man 

(24) ds\^d^{{q'Qdu—p'odvY-YG^dv^) 

(25) ds\ = ^2 ((^ j du — pi dvY + Eq du^) 

und es folgt aus (23), daß für die Asymptotenlinien ds^ = ds^ 
wird. Wir haben also 

Satz 3. Auf den beiden Brennflächeu eines 
pseudosphärischen Strahlensystems entsprechen sich 
die Asymptotenlinien und entsprechende Bogen- 
stücke derselben sind gleich lang. 

Nach § 41, Satz 3 folgt endlich 

Satz 4. Die Brennlinien auf den Brenuflächen 
eines pseudosphärischen Strahlensystems sind 
Kurven, derenSchmiegungsebene mit der Tangential- 

7t 

ebene den konstanten Winkel Q bildet. Ist Q^^^, 
so sind die Brennlinien geodätische Linien. 

§ 43. Bäeklnndsclie Transformation f&r die 
psendospMrisehen Flächen. 

Im vorigen Paragraphen hat sich ergeben, daß die 
Brennflächen eines pseudosphärischen Strahlensystems kon- 
stantes negatives Krümmungsmaß besitzen. Da jeder System** 

Kommerell, Theorie der RanmkiuTeii. II. 13 
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strahl beide Flächen berührt^ so muß es umgekehrt möglich 
sein^ aus einer gegebenen Fläche von konstantem negativem 
Krümmungsmaß eine zweite derartige dadurch herzuleiten, 
daß man in jedem Punkt der Fläche in geeigneter Richtung 
eine Tangente zieht und auf dieser ein konstantes Stück ab- 
trägt. Diese Transformation, die die Ableitung neuer 
pseudosphärischer Flächen ermöglicht, heißt nach Bäcklund, 
der sich zuerst eingehend damit beschäftigt hat, die Back- 
lundsche Transformation. 

Sind Xy y, die Koordinaten eines Punkts P der ge- 
gebenen pseudosphärischen Fläche B, deren Krümmungsmaß 
wir der Einfachheit halber = — 1 setzen , a^, /81, y^ und 
a^, A) y^ ^^ Richtungskosinus der Hauptkrümmungsrich- 
tungen in P und bedeutet i> den Winkel, den eine durch 
P gehende Flächentangente mit der Richtung (a^, ß^, y^ 
macht, so sind die Gleichungen 

a\^x-\-d[ai cos i> + Og sin ^) 

(1) y^=y + d{ß^QO^»+ß^^md) 

^1 = ^ + ^ (^1 cos •&-{- y2^in d) 

der analytische Ausdruck einer solchen Transformation. In 
der Tat stellen diese Gleichungen, wenn i> eine Funktion 
von u, V und d ein variabler Parameter ist, ein Strahlen- 
sjstem dar. 

Wir haben nun in (1) ^ als Funktion von u, v so zu 
bestimmen, daß das Strahlensystem ein pseudosphärisches ist. 
Zu diesem Zweck ist erforderlich, daß für ein konstantes 
d der zweite Brennpunkt P^ mit den Koordinaten x^, y^, z^ 
eine pseudosphärische Fläche B^ beschreibt, wenn der erste 
Brennpunkt P mit den Koordinaten a?, y, z die gegebene 
Fläche P durchläuft. Da das Krümmungsmaß von P= — 1 
gesetzt ist, so ist nach § 42, (21) d=l und nach § 40, (10) 

(2) a = sin fl. 

Wir nehmen nun, wie in § 15 Schluß, an, daß die 
Fläche JB auf ihre Asymptotenlinien als Parameter- 
kurven bezogen seL Es ist also nach § 15, (16) und (17) 

«. i?=l, F=-cos2(ü, 6?=1, A = sin2tt>, 

^ ^ ds^ ^ du'^ + 2 Qos2(o du dv+dv^', 

(4) jD = 0, jD'=sin2a>, 2)'' = 0, 
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(5) -^ — r- = 8m2a>. 

Dabei bedeutet 2a> den Winkel der Asymptotenlinien, 
er genügt als Funktion von w, v der Gleichung (5). Die 
Differentialgleichung der Krümmungslinien lautet nach § 3, (10a) 

(6) du^ — dv^ = 0. 

Es sind also u — v = konst. und u + v = konst. die Glei- 
chungen der Krümmungslinien. Die Richtungskosinus a^y ß^, yi 
mögen der Schar u — v = konst., a^, ß^, y^ der Schar 
i4 + v = konst. zugehören. Es ist dann nach (3) und § 1, (12) 

dx dx dx dx 

(7) dv du dv du 

2cosa> 2 sm CO 

analoge Gleichungen gelten für ß^, ß.^, yi, y^. Aus (7) folgt 

noch 

d X 

= a^ cos 0) — ag sin co , 



(8) 



• du 

V X 

^r- = a^ cos ö> + Oo sin co . 

dv 

Die Gleichungen § 2, (20) lauten 

^^^ r» . rt dcodx 2 dcodx 

^— r = 2ctg2ö>-^^ —7^^^--^y 

ou^ ° ouöu siii2(odu dv 

/9) -x — ;r- = asm2co, 

oudv 

d^x c^ ^ ^ dcodx 2 dcodx 

s= '2 ctg 2 CO ; • 

dv^ ^ dv dv sin2 CO dv du 

Aus (8) und (9) folgt noch 
dai dco . . da. dco , 

— — = Qo^ \-a8inCO, ^r— = Oo -;: \- a 81U CO , 

du 'du ^ dv ^ dv ' 

da^ dco , da^ dco 

-X — = Oi ^r — ^- a cos CO, -TT— = — ai -^ a cos co . 

du du dv dv 

Nunmehr bUden wir aus (1) die Fundamentalgrößen 
erster Ordnung E^, i^, , 6?^ für B^. Da nach (3) für 
'V = konst. ds = du imd für u = konst. ds = dv wird, so be- 

13* 
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deuten die Parameter u, v für B die Bogen der Asymp- 
totenkurven. Nach § 42^ Satz 3 müssen demnach^ wenn 
das Strahlensystem (1) ein pseudosphärisches sein soUi auch 
für Bi die Kurven ti=konst^ t; = konst. die Asymptoten- 
linien und u, V die Bogen derselben sein. Es muß also 
notwendig Ei^G^^l sein. Wir werden sehen^ daß diese 
Bedingung hinreichend ist für die Bestimmung der Funk- 
tion '& und daß in der Tat B^ dann eine pseudosphärische 
Fläche ist. 

Aus (1), (8) und (10) folgt nun 

-;r-^ = {cosö> — osm'&—^ -\ai + {smö> + ö cos 17—^-7^ -\ a.> 

du [ du ) *" [ du ) ^ 

-— i = {cosa> — ösm^— ^— ;^ Aa. + {smco + öcos^— ^-« -]a,, 

dv [ öv ) { ov ) - 

— ad sin (^ — co). 
Aus (11) ergibt sich nun 

(12) E,=l-2Ssmi^ + .)'-^ + öf^^J+sin^i^ + <o)}, 



(11) 



(13) 



XT n tl • /Q , s^(* + Ö>) . . ,a v^(* — 0>)l 

jPi = COS 2 ö) — d{sm(& + (o) -^^ — - + sin (*— co) — ^-^ '-\ 

(14) ö, = l_2a8in(^-«,)^(^ + <5^{[^t^]%sin^(^-a,)) 
Soll nun JEi = 6ri = 1 sein, so folgt aus (12) imd (14) 

2^,*-.)i(tt^'-»{[^<^>]'+»..(*-»,)-0. 

Wie erhalten also je eine quadratische Gleichung für 

-^ und ^ J" — -. Die Auflosung derselben ergibt 

du ov 00 

unter Benutzung von (2) 
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(15) -^ -= . ^ Bm(^ + a}), 

^ du suxQ 

(16) —^-3 = . ^ 8m(^— Q>). 

^ oi; sinß 

Um zu entscheiden, mit welchem Vonseichen qobQ in 

(15) und (16) zu versehen ist, di£Ferenziere mau (16) nach v, 

(16) nach u und subtrahiere. Man erhält so 

ö>2ö) (l + oosö) (1 + cosß) . ^ 
3 — 5— = . o ^ sm Jö>. 

Aus (5) folgt nun, daß man in (15) und (16) ent- 
gegengesetzte Vorzeichen zu setzen hat, also entweder 
in (15) +, in (16) — , oder umgekehrt. Im ersten Falle 
haben wir 

du ==^2"«"^ i^ + co), 
— ^^^==tg-sm(^-a>). 

Der zweite Fall folgt hieraus, wenn n — Q für ii ge- 
setzt wird, was offenbar gestattet ist, da ii entweder den 
spitzen oder den stumpfen Winkel zwischen den Brenn- 
ebenen bedeutet. Den Gleichungen (17) hat ^ als Funktion 
von Uy V za genügen: dieselben sind integrabel, da (5) die 
Integrabüitätsbedingung ist. Ist t^ ein Integral von (17), 
so stellen die Gleichungen (1) die transformierte pseudo^ 
sphärische Fläche dar. Um dies einzusehen, setzen wir die 

ß(*— cü) , ö(d + a>) . ,,^, . 

Werte von — ^^ und — ^-tt m (13) em: wir er- 

cu ov ^ 

halten so 

(18) -Bi = l, -Fi = cos2*, (?i-l. 

Differenziert man weiter die erste Gleichung (17) nach v, 
die zweite nach u und addiert, so folgt 

(19) 4^ = sin 2^. 

^ du äv 

Bildet man endlich für das Linienelement 
dsl = du^ + 2 cos 2&dudv + dv^ 



•/ 
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nach § 11, (10) das Krümmungsmaß k^^ für B^^, so folgt 
mit Rücksicht auf (19) in der Tat 

(20) *i = ~l. 

Aus (18) und (19) ist ersichtlich, daß 2i? für die trans- 
formierte Fläche Bi dieselbe Bedeutung hat wie 2co für die 
Ausgangsfläche J?; 2d ist also der Winkel der Ajsymptoten- 
linien der transformierten Fläche, imd u, v sind auch für 
Bi die Parameter der Asymptotenlinien. 

Wir schließen noch einige Bemerkungen über die Inte- 
gration von (17) an. Statt (17) kann man nämlich auch 

(21) rf^={cig|sin(^+o>) + |^}rfw + {tg|sin(i?-a>)--|^|rft7 

schreiben. Führt man hier tg^==M; als neue Variable ein, 

so geht (21) in eine Differentialgleichung vom Riccatischen 
Typus 

(22) dw = (Äw^ + Bw+C)du + {ÄiW^+Bi_w + C^)dv 

über, wo A, B, C; Äi, B^, G^ gegebene Funktionen von u, v 
sind. Nach den Sätzen über Riccatische Differential- 
gleichungen*) genügt aber die Kenntnis eines partikulären 
Integrals von (22), um das allgemeine Integral von (22) und 
darum von (17) bloß durch Quadraturen zu ermitteln. Es 
folgt so der 

Satz. Kennt man zu der Ausgangsfläche B nur 
eine abgeleitete J?], so lassen sich alle anderen ab- 
geleiteten (zu demselben Q gehörigen) lediglich 
durch Quadraturen ermitteln. 

Zusatz. Auch die abgeleiteten aller abgeleiteten 
Flächen bestimmen sich bloß durch Quadraturen. Denn ist 
Bi eine abgeleitete von B, so ist auch B für B^ (diese als 
Ausgangsfläche betrachtet) eine abgeleitete von B]^ und be- 
kannt. Man kennt also für Bi eine abgeleitete Fläche. 

*) Vgl. S. S. XIII, Schlesinger, Differentialgleichungen, 
II. Kapitel. 
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§ 44. Die Komplementärtransformation. 

Setzt man § 43, (17) Q=^, so erhält man eine spe- 
zielle Bäcklundsche Transformation. Die Gleichungen 
für & lauten dann einfach 

(1) — ^^-^^ - = sm(ü + (o), -^ - = &m(p — (o). 

' du dv 

Nach § 42, Satz 4 sind dann die Brennlinien von JB 
lauter geodätische Linien. Das Strahlensystem ist aber, da 
nach § 40, (10) d=d ist, in diesem Falle nach § 41 Anm. 
ein Normalensystem. B ist daher der eine Centramantel 
einer der Orthogonalflächen des Strahlensystems, die abgeleitete 
Bi der andere. Deshalb heißt B^ die Komplementär- 
fläche von B und die Transformation (1) die Komple- 
mentärtransformation. Geometrisch erhält man die B^ 
aus B, wenn man auf B eine Schar geodätischer Linien, 
die sich im Endlichen nicht schneiden, konstruiert und auf 
den Tangenten dieser vom Berührimgspunkt ein konstantes 
Stück =1 \=d=8\ abträgt. Da nun der eine Endpunkt 
jeder dieser Strecken der eine Haupikrümmungsmittelpunkt, 
der andere Endpunkt der zweite Hauptkrümmungsmittel- 
punkt der Orthogonalflächen des Strahlensystems ist, so 
sieht man, daß diese Orthogonalflächen lauter TF-Flächen 
mit der Gleichung 

JBi — B2 = 1 

sind. Vgl. hierzu die Sätze in § 45, 1 (c). 

Bemerkung. Man könnte versuchen, die für die 
pseudosphärischen Flächen gefundenen Resultate auf die 
Flächen von konstantem positivem Krümmungsmaß zu 
übertragen. Da aber auf diesen die Asymptotenlinien ima- 
ginär sind, so sind auch co und 1? imaginär und die ent- 
sprechenden Bäcklundschen Transformationen geben, auf 
eine reelle Fläche vom Krümmungsmaß = + 1 angewandt, 
imaginäre Flächen. Indessen läßt sich zeigen, daß durch 
Anwendimg einer zweiten passenden Bäcklundschen 
Transformation auf diese imaginäre Fläche wieder eine 
reelle Fläche von konstantem Krümmungsmaß = + 1 er- 
halten wird. Wir müssen es uns versagen, hierauf näher 
einzugehen. 
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§ 45. Übungsaufgaben zu Abschnitt IL 

1. Da jedem Punkt P einer Fläche ein Punkt Pj auf 
dem ersten und ein Punkt P^ auf dem zweiten Centramantel 
entspricht, kann man von einer Beziehung der Punkte 
des ersten Mantels auf die Punkte des zweiten Mantels 
reden. Man zeige mm 

a) Für eine Tf^Flache und nur für eine solche ent- 
sprechen die Asymptotenkurven des ersten Centramantels 
den Asymptotenkurven auf dem zweiten (Ribaucour) (16^21). 

b) Auf einer Fläche von konstantem Krümmungsmaß 
und nur auf einer solchen entsprechen den Asymptotenkurven 
der Fläche die Asymptotenkurven auf den beiden Mänteln 
der Centrafläche (16, 21). 

c) Nur für die beiden Mäntel der Centraflächen der- 
jenigen TF^Flächen, welche durch die Gleichung 

Jii — IJg = ü (B = konst.) 

definiert sind, entsprechen sich die Krümmungslinien. Die 
beiden Mäntel sind in diesem Falle Flächen von konstantem 

negativem Krümmungsmaß = — -^. Die Asjonptotenkurven 

der beiden Mäntel entsprechen sich (a) und überdies sind 
entsprechende Bogen solcher Asymptotenkurven gleich lang 
(16, 21, 44). 

2. Bezeichnet man mit Jc^ das Krümmungsmaß in einem 
Punkt des ersten Centramantels einer TF^Fläche, mit Jc^ das 
Krümmungsmaß im entsprechenden Punkt des zweiten Mantels, 
so ist 

^^^ {B,-B,Y (Halphen) (16,21). 

3. Auf welche Rotationsfläche sind die Centramantel 
der Minimalflächen abwickelbar? (21). 

4. Man stelle nach § 22, Schluß die endlichen Glei- 
chungen aller Minimalflächen auf. (Man führe in den be- 
züglichen Gleichungen statt u, v die Parameter der Minimal- 
linien ein durch die Gleichungen u-\-iv = a, u — iv = ß). 

5. Gesucht sind die Gleichungen der TF-Flächen, für 
welche der eine Hauptkrümmungshalbmesser B^ einen kon- 
stanten Wert= G hat Wir deuten den Gang der Lösung 
kurz an: Aus § 22, (7), (8) folgt 
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(I) R^-^C+w, B^=Cy dsl^^ + dv^. 

Sind weiter a, ß^ y; l, jn, v sechs willkürliche Funktionen 
von u allein, welche den Gleichungen 2*0* = 2'i* = 1, 
2!aX = genügen und daher als Richtungskosinus der Tan- 
gente bezw. Binormale einer beliebigen Baumkurve ^ deren 
Bogen u ist, auffaßt werden können^ so folgt durch Inte- 
gration der dritten Gleichung § 4, (14) [X=a, F=6, 

a = a sin t? + i cos v, b = ß smv4-u cos v, 

(11) T , H Tf^ , 

c = y smv + v cos v. 

/da\^ /db\^ /dc\^ 1 

Büdet man hieraus ^ +y +i^-j=E,^-, 

SO folgt mit Hilfe der Formeln von Freuet Bd. I, § 6, 
(7)-(9) 

l^dn. COS. ^^ +C,iJ, = C, 

^ '^ M7 r ß ' ^ smv cosi; ' ' ^ ^ 

wo r und ^ den Krümmungsradius bezw. den Torsionsradius 
der beliebigen Baumkurve bedeuten. Aus § 22, (10) folgt 
nun wieder mit Hilfe der Formeln von Frenet 

— X =jldu+ C(a sin t; + A cos v), 

— y^ fm du + C(ß &inv + fi cosv), 
— z=jndu'\' C(y sin i; + 1' cos v). 

Dies sind die Flächengleichungen. Man zeigt leicht, daß 
diese Flächen erzeugt werden durch Bewegung eines Kreises 
von konstantem Radius =» (7, dessen Mittelpunkt sich auf 
jener beliebigen Raumkurve bewegt, während seine Ebene 
stets normal zu der Raumkurve bleibt (Rohrenfläche). Diese 
Kreise bilden das eine System von Krünmiungslinien. Übrigens 
hätte man dies Resultat auch aus der Form des Linien- 
elements der Fläche leicht erhalten können; denn die 
Krümmungslinien ti = con8t. sind geodätische und daher 
ebene Linien vgl. Bd. I, § 27, (17); wegen JR^ = C sind diese 
Linien daher Kreise, und der zweite Centramantel ist in 
eine Raumkurve entartet. 
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6. Verschiebt man eine Minimalkurve /\ parallel mit 
sich^ so daß sie stets eine zweite Minimalkurve 7^2 schneidet^ 
so erzeugt F^ eine Minimalflaebe. Dieselbe Fläche wird er- 
zeugt, wenn jTj längs F^ parallel mit sich verschoben wird (24). 

7. Bei jeder Minimalfläche stehen die Asymptoten- 
kurven aufeinander senkrecht (24). 

8. Bei jeder Minimalfläche sind die Minimallinien kon- 
jugiert (24). 

9. Ist die sphärische Abbildung einer Fläche dem Ur- 
bild konform^ so ist die Fläche entweder eine Minimalfläche 
oder eine Kugel (22, 24). 

10. Man zeige, daß eine Minimalfläche dadurch auf 
die Ebene konform abgebildet wird, daß man dem Flächen- 
punkt (Uy v) § 24, (10) den Punkt (f, rj) der Ebene durch die 
Formeln 

w = f + ii7, v = i — irj 
zuordnet (24, 8). 

11. Ebenso vermitteln die Gleichungen 

f + iv =fiF{u) du, i—ir] =fy¥(v)dv 

eine konforme Abbildung der Minimalfläche auf die Ebene. 
Man zeige, daß hierbei die Krümmungslinien sich als Paral- 
lelen zu den Koordinatenachsen, die Asymptotenlinien sich 
als Parallelen zu den Halbierungslinien der Achsenwinkel 
abbUden (24, 8). 

12. Man zeige, daß auf jeder Minimalfläche die Krüm- 
mungslinien und die Asymptotenlinien je ein Isothermen- 
system bilden (Aufg. 11) (vgl. § 22, Satz 3). 

13. Ordnet man für zwei beliebige Minimalflächen jedem 
Punkt P der einen Fläche den Punkt P^ der anderen zu, 
der dasselbe sphärische Bild wie P besitzt, so gilt der Satz: 
Teilt man die Verbindungsstrecken PP^ entsprechender 
Punkte in konstantem Verhältnis, so ist der Ort der Teil- 
punkte Q wieder eine Minimalfläcbe, wobei Q dasselbe sphä- 
rische Bild wie P und P^ hat (24). 

14. Man zeige, daß die Wendelfläche die einzige Eegel- 
fläche ist, die zugleich Minimalfläche ist (Catalan). 

Wir deuten den Beweis an. Da die Erzeugenden Asymp- 
totenlinien sind, so sind die Orthogonaltrajektorien <Ueser 
ebenfalls Asymptotenlinien (Aufgabe 7), die Erzeugenden sind 
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aber auch geodätische Linien^ die Orthogonaltrajektorien sind 
daher geodätisch parallel, nach Aufgabe 12 aber auch iso- 
therm, also nach § 20; Aufg. 44 auch von konstanter geo- 
dätischer Krümmung. Außerdem ist längs der Orthogonal- 
trajektorien das Krümmungsmaß konstant (vgl. § 20^ Auf- 
gabe 45). Da nun nach § 17, (5), (7) (für L=0) für die 
Asymptotenlinien die absolute Krümmung gleich der geo- 
dätischen Krümmung, diese aber für die Orthogonaltrajek- 
torien konstant ist, so ist für jede dieser der Krünmiungs- 
radius konstant. Nach dem Satz von Enneper (I. Bd., 
§ 28, Aufgabe 36, b) ist weiter das Quadrat der abso- 
luten Torsion für eine Asymptotenlinie gleich dem nega- 
tiven Krümmungsmaß. Die Orthogonaltrajektorien sind daher 
auch Kurven konstanter Torsion und daher Schraubenlinien 
(Bd. I, § 9, S. 35, Zusatz). Die Erzeugenden sind die Haupt- 
normalen dieser, womit der Beweis erledigt ist. 

Kürzer wäre folgender Beweis. Die Orthogonaltrajek- 
torien haben alle dieselben Hauptnormalen, nämlich die Er- 
zeugenden. Jetzt zeigt man mit Hilfe der Gleichungen von 
Freuet leicht, daß die Orthogonaltrajektorien Schrauben- 
linien sind. 

15. Den Krümmungslinien der zu der Minimalfläche Ä 
assoziierten Fläche A^ [§ 26, (7)] entsprechen auf Ä die iso- 
gonalen Trajektorien der Krümmungslinien für den Winkel — 
(Mit Hilfe von Aufgabe 11) (26). '^ 

16. Den Krümmungslinien einer Minimalfläche ent- 
sprechen die Asymptotenlinien der adjungierten und um- 
gekehrt (26). 

17. Sind zwei Flächen aufeinander abwickelbar, so daß 
entsprechende Linienelemente einen konstanten Winkel a 
miteinander machen, so sind dies notwendig zwei assoziierte 
Minimalflächen mit parallelen Tangentialebenen in ent- 
sprechenden Punkten (26). 

18. Ennepersche Minimalfläche (24 ff.) In § 24, 
(10) setze man F{u) = 3f worauf man mit u=a + iß, v = 
a — iß folgende Flächengleichungen in den Parametern a, ß 
erhält 

x^3a + daß^—a^, y = — 3ß — 3a^ß + ß^ 
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Dies ist die einfachste algebraische Minimalflache, die 
sogenannte Ennepersche Minimalfläche. 

1. Die Fläxshe hat die Ordnung 9, sie wird also von 
einer beliebigen Geraden in neun Punkten getroffen. 

2. Vertauscht man x mit y und zugleich z mit — Zy 
so geht die Fläche in sich selbst über. 

3. Die Geraden {;sf = 0, x^y), {z = Oy x= — y} liegen 
ganz auf der Fläche. 

4. Man bestimme die Schnittkurven mit den Ebenen 
x = und y = 0. 

5. Die Krümmungskurven sind die Kurv^en a = konst. 
und )8 = konst., es sind ebene Kurven vom Geschlecht Null. 
Die Ebenen der Krümmungslinien haben zu Gleichungen 

x + a0—3a — 2a^ = O, y — ß0 — ^ß — 2ß^=^O. 

6. Die sphärischen Bilder der Krümmungslinien bilden 
zwei Scharen von Kreisen. Die Ebenen dieser gehen alle 
durch zwei in einem Kugelpunkt aufeinander senkredit 
stehenden Tangenten. 

7. Der Ort der Doppelpunkte der Krümmungslinien 
wird gebildet von Kurven dritter Ordnung in der Ebene 
x = und y = (Doppelkurven der Fläche). 

8. Die Gleichungen der Asymptotenlinien lauten 

(1 + ß = konst., a — ß^ konst., 

es sind Raumkurven dritter Ordnung. 

9. Die Ennepersche Fläche ist auf eine Rotations- 
fläche abwickelbar. 

10. Die assoziierten Flächen der Fläche stimmen alle 
der Gestalt nach überein und ergeben sich aus der ürfläche 
dadurch, daß diese um die Z-Achse gedreht wird. 

11. Gegeben seien die beiden Parabeln 

(I) a: = 4a, «/=0, z=2a^ — \y 

(II) x = 0, y= — Aß, z= — 2ß^ + l. 

Verbindet man irgend einen Punkt (a) von (I) mit 
einem beliebigen Punkt (ß) von (11) und errichtet auf der 
Verbindungslinie die MitteUotebene, so umhüllen diese 
Ebenen alle die Ennepersche Minimalfläche (Darboux). 
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19) Besitzt eine auf einer Regelfläche gezogene Kurve 
zwei der drei folgenden Eigenschaften a) geodätische Linie^ 
b) Striktionslinie zu sein, c) die Erzeugenden unter kon- 
stantem Winkel zu schneiden^ so besitzt sie auch die 
dritte (31). 

20) Man bringe das Linienelement einer Regelfläche 
auf die Form ds^ ^ du^ + [(u — a^) + /?»] dv^, wo die Kurven 
t; = konst. die Erzeugenden und a, ß Funktionen von v 
allein sind. Man zeige^ daß ti = a die Gleichung der Strik- 
tionslinie ist. Bezeichnet man femer den Winkel, den die 
Tangentenebene im Mittelpunkt u=a einer Erzeugenden v 
mit der Tangentenebene im Paukte u derselben Erzeugenden 

bildet mit 9?, so ist tg9? = -^-r — (Chasles) (31 f.). 

21) Jede Ebene durch eine Erzeugende einer Regel- 
fläche berührt die Fläche in einem Punkte Pj der Erzeu- 
genden und steht in einem Punkte Pg dieser auJE der Fläche 
senkrecht. Dreht sich diese Ebene um die Erzeugende, so 
geben P^ und Pg eine Involution, deren Centrum der Mittel- 
punkt ist (mit Hilfe von 20). Geometrisch zeigt man dies 
leicht so: durch drei konsekutive Flächenerzeugende 919929 9s 
ist ein Hyperboloid bestimmt, das längs 92 mit der Fläche 
ofifenbar alle Tangentenebenen gemein hat. Nun gilt der 
Satz, wie leicht gezeigt wird, für jedes Hyperboloid, also 
auch für die Fläche. 

22) Man berechne für das Linienelement in Aufgabe (20) 
das Krümmun&^smaß k. Man erhält so Jc—t. ^o . />oio 

Hieraus folgert man, daß das Krümmungsmaß längs jeder 
Erzeugenden, für die ß^O ist, im Mittelpunkt sein Maxi- 
mum bat und der Null sich nähert, je weiter man sich vom 
Mittelpunkt entfernt. 

23) Die Striktionslinie einer jeden Schar der Erzeugen- 
den eines hyperbolischen Paraboloids ist eine Parabel (31). 

24) Man suche alle Regelflächen, die sich auf die 

Schraubenfläche x=^u cos -, y = wsin-, = v abwickeln 

lassen. Man zeige, daß die Erzeugenden der verbogenen 
Fläche stets die Binormalen einer Kurve mit der konstanten 
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Torsion =«— sind. (Man benutze die Gleichungen von 

Frenet, Bd. I, § 6.) 

25) Jede Regelflache kann so verbogen werden, daß 
eine beliebig auf ihr gezogene Kurve Asymptotenlinie 
wird (32). 

26) Jede Regelfläche kann so verbogen werden, daß eine 
beliebige auf ihr gezogene Kurve, die nicht Orthogonal- 
trajektorie der Erzeugenden ist, Krümmungslinie wird (32). 

27) Welches ist die Bedingung dafür, daß die Kiiim- 
mungslinien auf jeder Fläche eines dreifach orthogonalen 
Flächensystems ein isometrisches System bilden? (34.) 

28) Es gibt kein dreifach orthogonales System, wo 
jede Schar aus Minimalflächen (ausgenommen Ebenen) be- 
steht (34). 

29) Zwei Scharen eines dreifach orthogonalen Systems 
bestehen aus Ebenen. Es sollen die Gleichungen des Sy- 
stems angegeben werden (die dritte Schar besteht aus Cy- 
lindem (34). 

30) Der kürzeste Abstand dp der Normalen einer 
Fläche in den Endpunkten eines Linienelements ds läuft mit 
der zu ds konjugierten Richtung parallel (Beweis analytisch 
oder geometrisch (37). 

31) Die Enveloppe der Ebenen, welche in dem Grenz- 
punkte jedes Strahles eines^ isotropen Strahlensystems senk- 
recht zu diesem gezogen werden, ist eine Minimalflä^he 
(Ribaucour) (39). 

32) Legt man durch einen Punkt P eines Strahles eines 
Strahlensystems eine zu ihm senkrechte Ebene und zieht in 
ihr eine unendlich kleine, den Punkt umschließende Kurve 
mit der Fläche dfy so erhält man als sphärisches Bild aller 
Strahlen, die innerhalb df verlaufen, eine Fläche d(p. Das 

Verhältnis -=^ nennt man das Dichtigkeitsmaß des Strahlen- 
systems an der Stelle P. Ist nun t die Abszisse von P und sind 
Q^ und ^2 <i>G Abszissen der Brennpunkte für den Strahl durch 

P, so ist das Dichti^keitsmaß -~^ = , ^tt t. • Für ein 

Normalensystem ist das Dichtigkeitsmaß in einem Punkte 
einer Orthogonalfläche identisch mit dem Krümmungsmaß 
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der Orthogonalfläche. Man suche die Punkte auf einem 
Strahl^ wo das Dichtigkeitsmaä einen kleinsten oder größten 
Wert besitzt. Die Flächeninhalte zweier Querschnitte eines 
unendlich dünnen Strahlenbündels verhalten sich umgekehrt 
wie die Dichtigkeitsmaße der entsprechenden Stellen (37 ff.) 
33) Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier konfokaler 
Flächen zweiten Grades büden ein Normalensystem (Chas- 
les) (vgl. Bd. I, § 28, Aufgabe 34). (Man zeige, daß die 
Brennebenen aufeinander senkrecht stehen (38). 
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